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      Matematik ve geometri alanında, özellikle de ortaöğretim öğretmen ve öğrencilerine yönelik olarak piyasada o kadar çok kitap var ki şaşarsınız. Bunların çoğu okula yardımcı olmak üzere hazırlanmış, konu anlatımlı ya da test şeklindeki özel dershane yayınlarıdır. Ayrıca, soru bankası denilen ve sadece ilgili konulara ait test tipindeki sorulardan oluşan kitaplardan, konu anlatım fasiküllerinden, yaprak testlerinden de bol miktarda bulabilirsiniz.
    Dikkatli bir matematik sever, bu yayınlardan birkaçını incelediğinde; yazım yanlışlıklarına, soru yanlışlıklarına, çözüm hatalarına, ifade hatalarına ve bilimsel hatalara, tutarsızlıklara, çelişkilere bolca rastlar. Çünkü bu yayınların çoğu, maalesef ticari kaygılarla alelacele yazılmış yayınlardır. Bildiğim kadarıyla herhangi bir denetimden de geçmeden piyasaya sürülmektedirler. Aynı derecede olmasa da    M. E. B. tarafından ders kitabı olarak okutulmak üzere onaylanmış kitaplarda da, ki bunlar çok sıkı denetimden geçmektedir, benzer türden hatalara rastlamak mümkündür. 
    Elbette ki dünyanın her yerinde olduğu gibi ülkemizde de en iyi denetmen okuyucudur. Ama okuma alışkanlığının çok yaygın olmadığı ülkemizde, okunan esere ilişkin görüş ve önerilerin yazara iletilmesi anlayışı da yine çok yaygın ve yerleşik değildir. Hal böyle iken, bu yayınlarda çokça rastlanılan “copy paste” kopyala yapıştır türünden hatalar dikkatli matematikçilerin gözünden kaçmamaktadır.  
        Çeşitli yıllarda ders kitabı olarak okutulmuş ya da halen okutulmakta olan kitaplarda ve çeşitli sınavlara hazırlık amacıyla (ÜSS, ÖSS, ÖYS, LGS, LYS, KPPS) değişik yayın evlerince yayımlanmış, yardımcı ders kitapları ve testlerde, bu güne kadar birçok hatalı, yanlış ya da eksik bulduğum durumlara rastladım. Bunları hem öğretmen arkadaşlarımla hem de öğrencilerimle hemen her fırsatta tartıştım. Çoğu kez de beni doğru ve haklı bulmuşlardır. Bundan da cesaret alarak, yaygın olarak yapılan bu hata, yanlışlık ve benzeri durumların daha fazla yapılmaması veya hiç olmaması adına kendimi bir öğretmen olarak sorumlu ve görevli hissettim. Bunun gereği olarak da bahse konu hatalardan tespit edebildiklerimle ilgili olarak düşündüklerimi sizlerle paylaşmayı uygun buldum. İşte elinizdeki bu kitap bu yüzden yazıldı. 
    Hepimiz çok iyi biliyoruz ki, hem gündelik hayatta sıkça yapılan ve hem de öğretim kitaplarındaki bu söz konusu hatalar, eksiklik ve yanlışlıklar bu günden yarına hemen giderilemezler. Ama olsun. Kırk yıllık bir matematik öğretmeni olarak benim bunları siz kıymetli okuyucuların dikkatlerine getirmem bir görevdir. Ayrıca da bu rahatsız edici durumun bir an önce giderilmesine sizlerin de katkılarını, desteklerini sağladığımı düşünüp, mutlu olacağım.
   Kitapta yer alan yazılar, genelinde orta öğretim öğrencileri, üniversitelerin matematik bölümlerindeki öğrenciler ile matematik öğretmenlerine yöneliktir. Bazı yazıların daha iyi anlaşılması için asgariden orta öğretim düzeyinde matematik bilgisine ihtiyaç vardır. Bunun için bazı yazıların başlangıçlarında vurgulanacak sıkıntının iyi anlaşılması için temel kabul edilen ön bilgilendirmeler yapılmıştır. Ayrıca, kitapta her bilgi düzeyindeki okuyucuların rahatlıkla anlayabileceği yazılarda vardır.
    Matematik ve geometriye eleştirel bir bakış olan bu kitabın, matematiğe ilgi duyan okuyucuların zihninde yeni pencereler açması beni son derece mutlu edecektir. Düşüncelerime katılanlar olacağı gibi pek çok okuyucunun da katılmayacağı muhakkaktır. Hatta belki de hataları düzeltme işgüzarlığı ile yeni birçok hatalar da yapmış olabilirim. Ne olursa olsun, özellikle de düşüncelerime katılmayan sayın okuyucuların, benim için çok kıymetli olan görüş ve önerilerini aşağıdaki e-mail adresime bildirmelerini merak ve heyecanla bekliyorum.
      Bu kitabın yazımında öncelikle bana çok yardımcı olan sevgili eşime ve biricik kızıma çok teşekkür ederim. Ayrıca bu kitabı yazabilecek birikime ve tecrübeye sahip olmama katkı sağlamış olan tüm öğretmenlerime, zaman zaman beni şaşırtan ve daha çok çalışmamı sağlayan öğrencilerime ve yakın meslektaşlarıma minnet ve şükranlarımı sunarım.
     Kitabın dil ve anlatım yönünden kontrolünü yapan edebiyat öğretmeni sayın arkadaşım Baki Gökçe’ye, dizgisini büyük bir özveri ve titizlikle yapan sevgili ………a, basım ve dağıtımında emeği geçen herkese çok teşekkür ederim. Saygılarımla.
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Matematik; Öncelikle insanın kendisini ve çevresini anlama merakını gidermek, dolayısıyla da Tanrının evrene gizlediği şifreleri çözmek adına, yine kendisince geliştirilmiş, evren gibi sınırları belirsiz ve giderek genişleyen yöntemler bütünüdür.
Bir yerde merak yoksa orada matematikte yoktur, bilim de yoktur.










1.NOKTA KAVRAMI
    Bu yazıda, hepimizin çok iyi bildiği ve yazılarımızda çok kullandığımız küçük olan “.” işaretinden, noktadan söz edeceğiz. Hani, şu yazılarda i, ü, ö gibi harflerin yazımında ve cümlelerin sonunda kullanılan önemli noktalama işaretlerinden biri olarak bildiğimiz noktadan… 
    Edebiyatta farklı yerlerde ve amaçlarda kullanıldığını bildiğimiz bu küçük işaretin, matematik ve geometride de çok farklı yer ve anlamlarda kullanıldığını bilinmektedir. Bizim asıl üzerinde duracağımız husus, noktanın;  matematik ve geometride kullanıldığı yere göre değişen anlam ve önemini belirtmek, yapısal özelliklerini inceleyerek ne olup olmadığına açıklık getirmek ve kabul edilebilir bir tanımını yapmaya çalışmak olacaktır.
    Yazının tarihi kadar eski bir geçmişi olduğunu düşündüğüm nokta ile tanışmam, birçok kişinin ki gibi ilkokul sıralarındayken oldu. Okuma ve yazmayı öğrenirken karşılaştım nokta ile. İlerleyen sınıflarda, matematik ve geometri derslerinde de artık karşılaşıyordum nokta ile. Sınıflar büyüdükçe, konulara göre anlatımlarda kullanılan öğretim yöntemlerinin değiştiğini, işlerin daha teorik bir hal aldığını ve noktadan çokça söz edilir olduğunu gördüm. Kullanımı giderek daha fazla artan bu şeyi daha fazla merak etmekteydim, neydi bu nokta diye.  
    Türk Dil Kurumunun sözlüğünde nokta için, yedi farklı anlam verilmiştir[26]. Bu anlamlardan birincisi, çok küçük boyutlarda im, benek şeklindedir. Matematiksel olan ikincisi ise, hiçbir boyutu olmayan im şeklindedir. Boyut yönünden bu iki ifadenin birbirinden farklı olduğu çok açıktır. 
    Başlangıç düzeyinde yazılmış olan hemen her geometri kitabının temel geometrik kavramlar kısmında, noktadan kısaca da olsa bahsedilmektedir. Çeşitli geometri kitaplarında nokta ve nokta kavramı için verilen tanımlardan ve yaklaşımlardan bazılarına ait örnekler aşağıda verilmiştir.
    Örnek1.1: B.V.Kutuzov tarafından üç cilt olarak yazılan Geometri, dilimize Hüseyin Demir hoca tarafından çevrilmiş ve Türk Matematik Derneği Yayınlarından yayımlanmıştır. Bu eser ünlü Rus matematikçisi Nicolas İvanovitch Lobatchewsky’in ( 02.11.1793-24.02.1856) kurduğu ve kendi adıyla anılan geometrinin esaslarını, orta öğretim müfredatlarına paralel olarak veren bir eserdir. Bu eserin 1.cildinin hemen ilk sayfasında “geometride esas kavram ve tarifler” başlığı altında bu temel kavramlara yaklaşım aşağıda aynen verilmiştir. Bu yaklaşım:
    “Diğer bütün matematik bilimlerde olduğu gibi, geometride de, diğer kavramlara göre tarif edilen kavramlara rastlarız. O kavramlarda ekseriya daha başka kavramlar cinsinden tarif edilir ve bu böylece devam eder. Bir misal alalım. Çember, verilen bir O noktasına olan uzaklıkları, verilen bir doğru parçasına eşit olan düzlemsel noktaların geometrik yeri olarak tarif edilir. Bu tarifte <<çember>> kavramı, <<nokta>>, <<uzaklık>>, <<doğru parçası>>, <<eşit>>, <<düzlemsel>>, <<geometrik yer>> gibi bir takım kavramlar yardımıyla tarif edilmiştir. Bir çemberi tarif etmek için, diğer kavramları bilinir kabul etmek zarureti vardır. Eğer kavramlar bilinmiyorsa ya başka kavramlarla tarif ederiz veya bu olmazsa, izah ve resimle yetinerek bunları tarifsiz bırakırız.<<Tarif zinciri>> sorusuz olarak devem edemeyeceğinden, tabii, işe tarif edilmeyen kavramlarla başlamak zarureti vardır. Geometride bazı kavramlar esas olarak kabul edilir ve bunların sayısı mümkün mertebe az tutulur. Esas kavramlar tarif edilmezler ve muhtelif tarzda seçilebilirler. Seçilenler ekseriya aşağıda gösterilenler olur: <<Nokta>>, <<doğru>>, <<düzlem>>, <<ait>> veya <<üzerinde>>, <<arasında>>, <<eşit>>. Geometride rastlanan diğer bütün kavramlar kesinlikle bu esas kavramlar cinsinden tarif edilmelidir.” şeklindedir
    Örnek1.2: Nokta, doğru ve düzlem, geometride tanımsız terimlerdir[11]
    Örnek1.3: Geometri-1 dersinde bazı kavramlar tanımsız olarak verildi. Bu kavramlar; nokta, doğru, uzay ve düzlemdir[27]
    Örnek1.4: İki çizginin ortak kısmına nokta denir. Noktanın eni, boyu ve kalınlığı yoktur[25]
    Örnek1.5: Nokta, kalemin veya iğnenin ucunun kâğıt üzerinde bıraktığı iz nokta hakkında fikir verebilir. Noktanın uzunluğu, genişliği veya derinliği yoktur. Yani nokta boyutsuzdur[16]
    Örnek1.6: Bazı geometrik terimleri tanımlamak için daha basit terimlere ihtiyaç vardır. Bunlara tanımsız terim denir. Nokta, doğru, düzlem ve uzayı tanımsız terim olarak kabul edeceğiz[5]    
    Yukarıda farklı kaynaklardan verilen temel geometrik kavramlara ilişkin tanım ve yaklaşımlardan da görüleceği gibi, “nokta”; geometrinin temel kavramlarından birisi olarak doğru, düzlem ve uzayla birlikte tanımsız olarak kabul edilmektedir. Ayrıca nokta boyutsuz olarak kabul edilen temel bir terim (kavram) olarak verilmektedir. İşte asıl sorun burada yani noktanın boyutsuz ve tanımsız olarak kabul edilmesindedir. 
    Şimdi noktanın bazı kullanımlarına biraz daha yakından bakalım.  Yazılarda kullanılan nokta dediğimiz “.” işaretinin, çok küçük de olsa bir leke olduğunu biliyoruz. Hatta bilgisayarlarda nokta için kaç piksel kullanıldığı, bilgisayarın çözünürlüğüne göre değişkendir. Piksel ne ise belki nokta öyle bir şeydir. Nokta; istenirse bulunduğumuz çağda bu lekenin, ağırlığı, alanını ve hacminin bulunabileceğini biliyoruz.  Böyle noktaların birkaç tanesinin yan yana gelmesinden bir uzunluk, kalınlık, ağırlık, alan ve hatta bir hacmin oluşacağı kesindir.
    Peki, bizim geometride şekillerin ve cisimlerin tanımında ve matematikte (sayılar, küme, fonksiyon, grafik çizimi, limit, süreklilik, türev, dizi gibi) birçok konuda kullandığımız nokta ile yukarıda sözünü ettiğimiz noktalama işareti olan nokta aynı anlamda ve yapıda mıdır? Elbette ki değildir. Bizi ilgilendiren, noktanın matematik ve geometride kullanıldığı yere göre kazandığı önem, anlam ve özellikle yapısal durumdur.
    Örneğin ’’Matematik Dünyası dergisinin 2013 güz sayısı 100.000 adet sattı’’ cümlesinde 100.000 sayısında kullanılan nokta, sayı basamaklarını ayırmak ve okuma kolaylığı sağlamak amacıyla kullanılmıştır. Fakat “ [2,3] kapalı aralığı bir sonsuz nokta kümesidir.’’ ifadesindeki nokta ise, [2,3]  kapalı aralığının sonsuz elemanlı olduğunu ve her bir elemanının konumuz olan bir nokta olduğunu belirtmek için kullanılmıştır. Yine  “ 2.3 = 6 ”  eşitliğindeki noktanın çarpma anlamında, “ f(x) = 1/(x-1) şeklinde tanımlı f fonksiyonu, apsisi x = 1 olan noktada süreksizdir” cümlesindeki nokta kelimesinin ise, yer belirtmek için kullanıldığını söyleyebiliriz. 
    Bu örneklerden de anlaşıldığı gibi nokta kelimesinin veya işaretinin matematik ya da geometride kullanıldığı yere göre anlamı ve anlamına bağlı olarak yapısı farklıdır. Şimdi basit bir geometrik eşitlik olan ” |AB| = 5 birimdir’’ eşitliğini düşünelim. Bu eşitlikte nokta kelimesi de nokta işareti de yoktur. Ama bu eşitlik bize, araları noktalarla dolu olan A noktası ile B noktası arasındaki uzaklığın beş birim olduğunu söyler.     
    Bizim öğrenciliğimizde atom, maddenin bölünemeyen en küçük parçası olarak kabul edilirdi. Bugün bu kabulün doğru olmadığını hemen herkes bilmektedir. Bırakın bölünmeyi, atom altı parçacıkların (kuarklar, leptonlar, gluonlar, bozonlar, fotonlar ile bunların antilerinin)  bile incelendiğini, örneğin bir lepton olarak kabul edilen bir elektronun kütlesinin 9,1x10-31 kg olduğunu biliyoruz[9]. Böylesine küçüklüklerin incelenebildiği bir çağda, acaba noktayı daha ayrıntılı olarak incelemek mümkün değil midir? Nesnel olarak düşünüldüğünde bunun mümkün olduğunu yukarıda belirttik. Şimdi noktayı boyutsuz kabul etmenin başımıza ne gibi problemler açtığına hep beraber bakalım.
    Nokta; hem matematikte hem de geometride, bir noktalama işareti olarak kullanılmasının yanında, temel bir kavram, temel bir yapı taşı olarak, çok farklı yerlerde ve anlamlarda kullanılmaktadır.
     Örneğin, gerçel (real) sayılar ile bir doğrunun noktaları arasındaki bire-bir eşleme, bir noktanın komşuluğu, yığılma noktası, sayı kümeleri, bir dizinin limiti, yakınsaklık, fonksiyonların bir noktadaki limiti, bir nokta da süreklilik, bir nokta civarında seriye açma, fonksiyonlar ve grafikleri gibi daha birçok kavram matematikseldir. Ayrıca, noktanın bizzat kendisi, iki nokta arasındaki uzaklık, orta nokta, bir noktaya göre simetri, geometrik yer, homoteti merkezi, bir nokta etrafında döndürme, nokta kümesi, bir noktanın bir çembere göre kuvveti, vektörlerin nokta ( iç-Öklid) çarpımı gibi, birçok terim ya da kavram da geometriktir. 
    Neredeyse matematiğin ve geometrinin tamamı, nokta dediğimiz o sihirli ve gizemli şeye dayanıyorken, onu önemsiz, basit bir şey olarak görüp boyutsuz kabul etmek ve tanımlama lüzumunu ve gayretini göstermemek, bence büyük bir eksikliktir. Bu husus, nokta için değilse de matematik ve geometri için çok önemli bir eksikliktir.

    Bütün bilimlerde olduğu gibi matematik ve geometri de, temel sayılan ve doğruluğu tartışmasız ve açık olan birçok temel kavrama, aksiyoma, postulata ve kabule dayanmaktadır. Geometride de yapılan çok önemli kabullerden birisi de noktanın boyutsuzluğudur. Ve nokta matematik ve geometride çeşitli anlamlarda sıkça kullanılan çok önemli bir kavramdır. Hatta elinizdeki bu kitabın yazılmasının sebebi de noktadır diyebiliriz. Bu sebeple bu yazıda; nokta denildiğinde ne düşündüğümüzü, sanal mı yoksa nesnel mi olduğunu, yani ne olup olmadığını ve bugüne kadar hemen hemen hiç değinilmeyen yapısını tartışacağız. Bu tartışmaları önce R’de(tek boyutlu uzayda), sonra R2’de(iki boyutlu uzayda) ve son olarak da R3’de(üç boyutlu uzayda)  yapacağız. Ama önce uzaklıkların bulunmasında yararlanacağımız ve adına uzaklık postülatı dediğimiz postülatı verelim.	Comment by Toshiba_Pc: 
    Uzaklık Postülatı: Farklı noktaların her çiftine tek bir pozitif sayı karşılık gelir. Bu pozitif sayıya bu iki nokta arasındaki uzaklık diyoruz. A ve B farklı iki nokta olsun. Bu iki nokta arasındaki uzaklık IABI şeklinde gösterilir. IABI=IBAI dır. Ayrıca A=B ise IABI=IAAI=IBBI=0.[19]
   Şimdi söylediğimiz gibi tartışmamıza ilk önce real sayılar kümesinden başlayalım. Bu uzayda sadece tek boyut olduğunu ve bunun da uzunluk boyutu olduğunu biliyoruz. Sayı ekseninde ki gösterimiyle; 
:hem A noktasını ve hem de B noktasını bulunduran ( iki taraftan kapalı) doğru parçasını,
: A noktasını bulundurmayan ve B noktasını bulunduran ( soldan açık sağdan kapalı diye ifade ettiğimiz ve (AB] şeklinde de gösterdiğimiz) doğru parçasını,
: A noktasını bulunduran ve B noktasını bulundurmayan (soldan kapalı sağdan açık diye ifade ettiğimiz ve [AB) şeklinde de gösterdiğimiz) doğru parçasını,
nin ise A noktasını da B noktasını da bulundurmayan ( iki ucu açık diye ifade ettiğimiz ve (AB) şeklinde de gösterdiğimiz) doğru parçasını gösterdiğini biliyoruz. 
    Gelin şimdi bu dört farklı doğru parçasının uzunluklarını düşünelim. Orta öğretim sınıflarında okutulan ders kitaplarına göre, her biri sonsuz nokta kümesi olan bu dört farklı sayı ekseni parçasının uzunluğu birbirine eşit kabul edilmektedir. Bu dört doğru parçasından her birinin uzunluğu şeklinde gösterilmektedir. 
    Eğer [AB]’nın boyu ile ]AB]’nın boyu eşitse, küme olarak [AB]-  eşitliğine göre A noktasının eksikliği boyu değiştirmiyor demektir. Aynı şekilde [AB]-]AB[  eşitliğine göre de A ve B noktalarının eksikliği de uzunluğu değiştirmemektedir. O zaman  = 0’dır ve  = 0’dır diyebiliriz. Buradan da bir noktanın uzunluğunun sıfır olduğu sonucunu çıkarabiliriz. 
Birçok kişinin zaten böyledir dediği bu sonuç eğer doğru ise, o zaman aşağıdaki soruların cevapları nedir acaba?
 1. Her birinin uzunluğu sıfır olan sonsuz kadar noktadan oluşan bir doğru parçasının uzunluğu acaba nasıl oluşmaktadır?
2. Sonsuz kadar sıfırın toplamı bir değer eder mi? Nasıl bir değer eder?
3.Noktalardan oluşan her doğru parçasının uzunluğu, her nokta boyutsuz iken neden sıfırdan farklıdır? 
4. B noktası [AC] nın orta noktası olsun. O zaman  =  eşitliği doğru mudur? Neden bu eşitlik doğrudur? Acaba her bir yarımda eşit sayıda mı nokta vardır? Her biri sonsuz noktadan oluşmuş olan [AB] ile [BC] nın eşit sayıda nokta bulundurdukları nasıl ispatlanır? İki sonsuz birbirine eşit midir?  
5. Aynı doğru üzerinde eğer  >  ise, [AB] acaba [AC]’den daha mı fazla nokta bulundurur? Bu büyüklüğün ( uzunluğun ) sebebi nedir? Bu büyüklüğün sebebi acaba, her biri sıfır uzunluğunda olan fazla noktalar mıdır?  Yoksa nedir?
6. Boyutsuz olarak kabul edilen ve adına nokta dediğimiz şeyler, eğer sanal iseler (gerçekte yoklarsa), somut olan uzunluk boyutunu nasıl meydana getirirler?
    Bu ve benzeri daha birçok sorunun cevabını, acaba sonsuzun tam olarak bilinmezliğinde mi, yoksa noktanın uzunluğunun sıfır olmasında mı aramak gerekir. Elbette ki sonsuzun tam ve kesin olarak bilinmezliğinin bu soruların meydana gelmesinde çok önemli bir payı vardır. Ancak, asıl önemli eksikliğin, kaynaklarda noktanın boyutsuz olarak kabul edilmesinden ileri geldiğini söyleyebiliriz.  Şimdi noktanın boyutsuz kabul edilmesinin sebep olduğu çelişkiyi görelim:
    A ile B noktası farklı olduğu sürece  > 0’dır. Kaynaklara göre, [AB] doğru parçası ile bundan bir nokta, B noktası eksik olan [AB[ nin boyu eşittir. Eğer eşit değillerse zaten noktanın boyutlu olduğu kabul edilmiş olacaktır. Ayrıca [AB[ ile bu doğru parçasından bir nokta eksik olan, A noktası eksik olan (AB) nin boyu da eşittir. Bu işleme her seferinde farklı bir uçtan bir nokta çıkararak noktalar bitinceye kadar devam edelim ve her nokta çıkarma işleminden sonra oluşan doğru parçasının bir önceki ile aynı uzunlukta olduğunu düşünelim. En son elde edilen doğru parçası ile ilk doğru parçasının boyu eşit olacaktır. Oysa son doğru parçası bir noktadır ve boyu sıfırdır. Bu ise bir çelişkidir. Bu çelişkinin sebebi noktanın boyutsuz olarak kabul edilmesinden kaynaklanmaktadır. 
     O halde noktanın bir uzunluğu vardır. Hatta belki bir ağırlığı, alanı ve hacmi de vardır. Belki de yarıçapı sıfırdan farklı bir minnacık küreciktir. Noktanın boyutlarını ölçmek elbette ki bizim işimiz değildir. Ama artık değeri sıfır olmayan, sıfıra çok yakın olan bir uzunluğunun var olduğunu biliyoruz.
    Şimdi tartışmayı iki boyutlu uzaya (R2) yani düzleme taşıyalım. Yine M.E.B yayımı olan lise geometri ders kitaplarına göre, geometrik şekillerden birisi olan çember şöyle tanımlanmaktadır. Düzlemde alınan sabit bir noktadan eşit uzaklıkta bulunan noktaların geometrik yerine, kümesine çember denir. Tanımda geçen sabit noktaya çemberin merkezi, sabit uzaklığa da çemberin yarıçap uzunluğu denir. Aynı kaynaklara göre, daire de; çember ve çemberin iç bölgesinin bileşimi olarak kabul edilmektedir. 
    Örneğin çemberin merkezini M ile çember üzerindeki bir noktayı da A ile gösterelim. O zaman IMAI uzunluğu yarıçap uzunluğu olacaktır. Bu yarıçap uzunluğunu r birim olarak alalım. Çemberin alanı söz konusu olmadığı halde, dairenin r2 formülü ile hesaplanan bir alanı vardır. Madem çemberin alanı yoktur, sıfırdır; o zaman r2 formülü ile hesaplanan alan değeri yalnız çemberin iç bölgesinin alanı olacaktır. Diğer bir deyişle yarıçapı [MA) doğru parçasının uzunluğu olan bir dairenin alanı olacaktır. Bu durum da; çember üzerindeki A noktasının ve çemberi oluşturan her bir noktanın kalınlığının, eninin olmadığını, dolayısıyla da noktanın ensiz olduğunu ifade eder.
    Bu düşünüşle; uzunluğu yarıçap olan [MA] doğru parçasının A noktası tarafından her seferinde bir nokta çıkarılarak çizilecek, M merkezli iç içe sonsuz çokluktaki dairelerin alanları, nokta ensiz olduğu için çıkarılması yarıçapın boyunu değiştirmeyeceğinden, aynı olacaktır. Ama uzunluğu yarıçap olarak alınan [MA] doğru parçasından, sonsuz sayıda nokta çıkartılırsa (noktalar tükeninceye kadar) en son dairenin yarıçap uzunluğu ve alanı sıfır olacaktır. Öte yandan boyutsuzluğu sebebiyle nokta çıkarmak yarıçap uzunluğunu değiştirmeyecek ve son dairenin alanı ile ilk dairenin alanı bir birine ve sıfıra eşit olacaktır. Bu analiz sonucu; yarıçapı ne olursa olsun tüm daire alanlarının sıfır ya da aynı değer olduğunu söyleyebiliriz. Bu ise bir çelişkidir. Bu çelişkinin kaynağı, noktanın ensiz (boyutsuz) kabul edilmesidir. Yani noktanın bir eni vardır ve bu sıfır değildir.
    Yukarıda elde edilen sonucu bir başka şekilde de elde etmek mümkündür. Düzlemde; merkezi M( a, b) noktası ve üzerindeki bir nokta A( x, y) olmak üzere yarıçap uzunluğu IMAI = r, birim olan bir çemberi, küme olarak Ç( M, r)  ile gösterebiliriz.
 Ç( M, r) ={( x, y) : ( x-a)2+( y-b)2= r2, r>0, r, a, b, x, yR} olarak yazılabilir. Bu nokta kümesinin r için limiti alınırsa,  M( a, b) olacaktır. Yani bu limit işlemine göre, çember üzerinde bulunan sonsuz nokta merkeze yığılmış, çökmüştür. Diğer bir deyişle M(a, b) bu sonsuz noktayı yutmuştur, emmiştir. Fakat M(a, b) noktasının yapısında, boyutunda herhangi bir değişiklik olmadığını söyleyebilir miyiz? Hayır. En azından bundan emin değiliz. Keza;
Ç( M, r) ={( x, y) : ( x-a)2+( y-b)2= r2, r>0, r, a, b, x, yR} bir çember tanımlarken burada r=0 alınırsa bunun bir noktayı belirttiğini her matematikçi bilir.
    Sonsuz kadar boyutsuz olan şeyi yutan ve kendisi de boyutsuz olan bir şey. Tersine düşünüşle, sonsuz miktarda boyutsuz şeyi üreten ve kendisi boyutsuz olan bir şey. Bu nasıl olmaktadır? Bu düşünüşe göre  “Düzlemde tek bir nokta” ifadesi ne kadar doğrudur? Her nokta sonsuz noktanın çakışık olmuş hali, sonsuz noktayı yutmuş, emmiş bir şey olarak düşünülmeli midir? Böyle düşünüldüğünde sayı ekseni dediğimiz doğrunun her noktasına bir sayı ve her sayıya da bir nokta eşlemesi nasıl mümkün olur? Bu eşleme ne kadar doğrudur. 
   Nokta denilen bu gizemli şeyin, ne kadar gerçek, ne kadar sanal olduğunu bilmiyoruz ama onun çok ilginç özellikli bir şey olduğu kesin. Eğer sanal yani düşünsel, hayali ise, düşüncelerimizde yer almasından, yer tutmasından dolayı da boyutsuz olmaması gerekmez mi? Belki de sanal boyutludur. Tabii bu durumda onun boyutunu ölçmek, belki de biyomedikal mühendisliğin ya da tıbbın çalışma sahasına girecektir.
    Bilindiği gibi düzlem geometride; düz çizgi, kırık çizgi ve eğri çizgi olmak üzere üç çeşit çizgi vardır. Çember kapalı bir eğri çizgi ve üçgen kapalı bir kırık çizgidir. Yarıçap uzunluğu r birim olan bir çemberin çevresi 2r birimdir. (pi) sayısı irrasyonel bir sayı olduğundan çemberin çevre uzunluğu olan 2r de irrasyonel bir sayıdır. Bir üçgenin ya da bir karenin çevresi, kenar uzunlukları rasyonel sayı olduğu zaman daima rasyonel bir sayıdır. Oysa çemberde yarıçap uzunluğu rasyonel olduğu sürece (ölçüm sonucu irrasyonel olamayacağından yarıçap uzunluğu hiçbir zaman irrasyonel bir sayı olamaz) çevre uzunluğu daima irrasyonel bir sayıdır. Çemberin çevresi noktalardan oluşmuş bir uzunluktur. O zaman noktalar bir eğriyi meydana getirmek için dizildiklerinde acaba yapısal bir değişime mi uğramaktadırlar? Yoksa enleri irrasyonel bir sayı mıdır?
    Son olarak konuyu üç boyutlu( en-boy-yükseklik) uzayda ( R3 ) te tartışalım. 
    Uzayın sabit bir M noktasından eşit uzaklıkta bulunan noktaların geometrik yerine, kümesine, merkezi M noktası olan bir küre yüzeyi denildiğini, bu yüzeyin içi ile birlikte düşünülmesinden meydana gelen cisme de küre (dolu küre-gülle) denildiği biliyoruz. Bu kürenin yarıçap uzunluğunu r birim ve üzerinde bir nokta olarak da A’yı alalım. O zaman = r olacaktır. Bu kürenin yüzey alanını 4r2, hacmini ise r3 formülü ile hesaplamaktayız. Küre yüzeyinin bir alan değeri vardır ama yüzeyin, ( kaynaklara göre) bir hacmi söz konusu değildir. Ancak r3 hesaplama formülü ile hesaplanan hacim değerinin, içinde kürenin yüzeyinin de bulunduğu cismin hacmi olduğu hususu, dikkatli okuyucuların dikkatinden kaçmamıştır. Şimdi, yukarıda bir ve iki boyutlu uzaylarda yaptığımız analizlere benzer bir analizi de burada yapalım.
    M merkezli ve  = r yarıçaplı küre ile [MA[nin uzunluğunu yarıçap kabul eden M merkezli kürelerin hacimleri eşittir. Çünkü M merkezli  = r yarıçaplı kürenin yüzey hacmi sıfırdır. Yani yarıçap uzunluğundan sadece A noktası çıkarılması ile elde edilen kürenin hacmi bir önceki küreninki ile aynıdır. Bu şekilde M merkezli  yarıçaplı kürenin hacmi ile her seferinde yarıçapın A noktası tarafından bir nokta çıkartılarak( eksiltilerek) elde edilecek iç içe sonsuz kürenin hacimleri (her küreninki bir öncekine, bir önceki ondan öncekine, böyle sonsuz kez devam edilerek) eşit olacaktır. Çünkü nokta boyutsuz kabul edilmektedir ve bir nokta eksiltmek uzunluğu dolayısıyla da hacmi değiştirmeyecektir. Yani en son küre ile ilk kürenin hacimleri eşittir. Oysa en son kürenin yarıçapı sıfır olup hacmi de sıfırdır. Bu ise bir çelişkidir. Bu çelişkinin sebebi noktanın boyutsuz olarak alınmasındadır.  O halde noktanın bir yüksekliği vardır.
    Bu durumu şöyle de açıklayabiliriz. Bir küre yüzeyi üzerindeki noktaların yarıçap uzunluğu sıfıra yaklaştırılırsa, limitte ne olacağını düşünelim. Merkezi M( a, b, c) noktasında bulunan bir küre yüzeyini oluşturan noktaların kümesi K olsun. K = {( x, y, z): ( x-a)2+( y-b)2+( z-c)2 =r2 ve r, a, b, c, x, y, zR, r>0 }  olarak yazabiliriz. = M olacağı çok açıktır. Yani küre merkezi olan noktanın, çevrede bulunan sonsuz noktayı yuttuğunu, ya da küre yüzeyinin merkeze çöktüğünü söyleyebiliriz. Şimdi bu merkezdeki noktanın nasıl bir şey olduğunu ve özelliklerini düşünelim. Kendisi gibi sonsuz noktayı yutan, emen ve boyutu değişmeyen ( bundan emin değiliz) nesnel, sanal ya da düşünsel bir şey olduğunu düşünebiliriz. Tabii ki sonsuz kadar ( adet) kendini yutan bu şey her ne ise, tersine olarak da sonsuz adet (kadar) kendini üretebilen veya doğurabilen bir şey de olacaktır. Yani tek bir noktaya dönüşebilen sonsuz nokta ve sonsuz noktaya çoğalabilen tek bir nokta ile karşı karşıyayız. Tıpkı bir fraktal gibi kendi kendini tekrarlayan bir yapı. Böyle bir şeyin boyutsuz olduğunu düşünmek acaba ne kadar doğrudur? 
    Bizim öğrenciliğimizde atom, maddenin bölünemeyen en küçük parçası olarak kabul edilirdi. Bugün bu kabulün doğru olmadığını hemen herkes bilmektedir. Bırakın bölünmeyi, atom altı parçacıkların kuarklar, leptonlar, gluonlar, bozonlar, fotonlar ile bunların antilerinin bile incelendiğini, örneğin bir lepton olarak kabul edilen bir elektronun kütlesinin 9,1x10-31 kg olduğunu biliniyor[9]. Böylesine çok çok küçük kütlelerin ölçülebildiği ve incelenebildiği bir çağda, acaba noktayı daha ayrıntılı olarak incelemek mümkün değil midir? Nesnel olarak düşünüldüğünde bunun mümkün olduğu çok açıktır.
    Ancak nokta acaba sanal bir iz midir? Peki, sanal iz nedir? Sanal olan her şey düşünsel değil midir? Düşünme, bir beyin faaliyeti olarak günümüzde çeşitli cihazlar yardımıyla tespit edilebilen, bir faaliyettir.  En azından ne düşünüldüğü değilse bile, düşünülüp düşünülmediğinin tespiti mümkündür. Böyle bir çalışma belki de biyomedikal alanda, sanalın gerçeğe bir dönüşümü değil midir? 
    O halde nesnel de olsa sanal da olsa noktanın boyutlu olduğunu düşünmemiz yanlış olmayacaktır. Ben, noktayı düşünebiliyorum o halde nokta en azından zihnimde vardır. Ve varsa da boyutludur. Sonuç olarak; matematik ve geometride temel bir kavram olan noktanın üç boyutlu olduğunu söylemek pek yanlış olmayacaktır. 
    Bütün bu analizlerden sonra noktayı ” yarıçapı sıfıra sonsuz yakın olan (ama sıfır olmayan) bir kürecik” olarak tanımlamak mümkündür. 
    Yani noktayı boyutlu olarak düşünebiliriz. Belki de bir ağırlığı bile vardır. Kim bilir?    Noktanın, nokta altı parçacıklardan oluştuğunu düşünmek sorunların çözümünde çok önemlidir. Ancak söz konusu parçacıkların ölçülebilir özelliklerinin ölçümü işi ayrı bir konudur. Örneğin, çocukların sabunlu sudan oluşturdukları o uçuşan küçük baloncukları, çok fazla büyütülmüş birer nokta olarak düşünebiliriz. Böyle bir yaklaşımla nokta kümesi olarak tanımlanan doğru, düzlem ve uzayın da hacim ve ağırlığa sahip olduklarını söylemek pek yanlış olmayacaktır. 
    Noktadan kaynaklanan sorunların, noktanın tanımsız ve boyutsuz olarak kabul edilmesinden kaynaklandığını düşünmekteyim. Bu sorunların aşılmasının içinde bulunduğumuz çağ da mümkün olacağını sanıyorum. Bu durumda, noktanın sorunlara neden olduğunu düşündüğümüz boyutsuz kabul edilmesi hususunun, ayrıntılı olarak incelenmesi yararlı olacaktır. Yapılacak inceleme sonucunda belki de yukarıda bizim yaptığımızdan daha geçerli ve güvenilir bir tanımlama yapılabilecektir. Böylece matematik ve geometride pek çok, nokta kaynaklı sorunun çözümüne önemli bir katkı sağlanmış olacaktır
    Yukarıdaki analizlerden elde ettiğimiz sonuçların matematikçiler ve geometriciler tarafından tartışılacak tarafları elbette ki vardır. Ancak noktanın boyutlu bir şey olarak kabul edilmesini ve matematik ile geometrideki bazı konuların yeniden bu kabule göre ele alınmasının gerekliliğine inanıldığını görmek, benim için çok heyecan verici bir olay olacaktır.  En azından doğru parçası, ışın, doğru gibi temel geometrik kavramların yeniden ve çelişkilere neden olmayacak tarzda yenide tanımlanması gerekecektir.
    Bu yazımızı, hayal gücümüzü zorlayan ve içerisindeki sayısal büyüklükleri değiştirerek defalarca soracağımız bir soru ile noktalayalım. Acaba, bizden bir metre uzaktaki bir bitki yaprağına 10-100 metre kadar yaklaşmak mümkün ise, yaklaştığımızda gördüğümüzle, yapraktan 10100 metre kadar uzaklaşmak mümkünse uzaklaştığımızda göreceğimizin birbirine ve noktaya ne 






2.KÜME Mİ? AMAN DİKKAT.
    Küme ( cümle, yığın, aile ), konusu matematiğin çok önemli konularından birisidir. Ama bu konu, üzerinde çok tartışılan, birçok paradoksal durumların bulunduğu halende pek çok hususun tartışmalı olduğu bir konudur. 
    En başta, kümelerin üzerinde hem fikir olunan kesin bir tanımı yoktur. Zaten çoğu kez tanımı yerine küme kavramının açıklaması, tarifi yapılmaktadır. Örneğin bir açıklama “ iyi tanımlanmış birbirinden farklı nesneler topluluğu şeklindedir[14].” Diğer birçok kaynakta ise ‘’küme belirli nesneler topluluğudur’’ şeklinde bir tanımlama verilmektedir. Ama bu tanımlamalar veya açıklamalar kabul edilebilir cinsten değildir. Çünkü elle tutulur gözle görülür olmasa da boş küme dediğimiz bir kümenin var olduğunu biliyoruz. Peki, biz bu kümeyi hangi nesneler topluluğu olarak düşüneceğiz. Ayrıca matematikte çok sık olarak kullanılan sayı kümelerinin nasıl nesnelerden oluştuğunu düşünmeliyiz. Acaba sayılar birer nesne midir?
     Görüldüğü gibi kümeyi böyle tarif etmek veya açıklamak birçok soruyu da beraberinde getirmektedir. Zaten kümenin net, kesin, açık ve anlaşılır bir tanımının yapılamamış olması, bu konuda birçok problemi yaşamamıza sebep olmaktadır. Örneğin, liste yöntemi ile yazılmış, yani küme elemanlarının küme parantezi de dediğimiz “{ }” içine aralarına virgül konularak yazılması şeklinde yazılmış bir kümenin içerisine bir elemanın birden fazla kez, örneğin  şekilde yazılması, birçok tartışmaya kapı açmaktadır. Çünkü kaynaklarda bunun aksi savunulmaktadır. Örneğin 2013-2014 Eğitim Öğretim yılında 9.sınıflarda ders kitabı olarak okutulan kaynağa göre, “küme içerisinde her eleman sadece bir kez yazılır[14]” şeklindedir. Aynı şekilde kendisine büyük bir saygı duyduğum, ülkemizin ünlü ve saygın matematikçilerinden sayın Prof. Dr. Ali Nesin; “Sezgisel Kümeler Kuramı” adlı eserinin 14-15 inci sayfalarında bu konu ile ilgili olarak şunları yazmıştır. “küme parantezleri arasına aynı elemanı elli defa yazmak, o kümede o elemandan elli tane var anlamına gelmez! Bir elemandan bir kümede ancak tek bir tane olabilir… Örneğin, { kümesinin bir tek elemanı vardır, o da ’dır”
    Benim orta öğretimde okuduğum yıllarımda kümeler konusu müfredatta yoktu. Kümeler kuramı ile ilk kez üniversitede karşılaştım. Ama orta öğretimde küme konusunu gören öğrenci ve öğretmen arkadaşların çoğunun da böyle yani; “kümeye ait her eleman kümeye yalnız bir kez yazılır.’’ diye düşündüğünü biliyorum.  Zaten Milli Eğitim Bakanlığı onaylı, geçmişte ders kitabı olarak okutulmuş ve günümüzde ders kitabı olarak okutulan bütün matematik kitapları da hemen hemen aynı şeyi söylüyorlar. Peki, niçin bir eleman birkaç kez yazılamıyor? Yazılsa ne olur? Kıyamet mi kopar! Ha, yazılacak da ne olacak. Sen istiyorsan ve boş vaktin varsa istediğin kadar yaz, diyenlerinizde vardır. Burada sorun, birçok zaman buna ihtiyaç duyulmasındadır. Ya da her elemanın bir kez yazılmasının ortaya çıkardığı problemlerdir. Ne gibi mi? Şimdi kümeler konusu işlenirken çokça verilen örneklerden birisini aşağıda dikkatle inceleyelim.
    Örnek2.1:  A  kümesinin tüm alt kümelerini yazalım[14].
A, A, A, A, A, A,   A,  A 
A kümesinin eleman sayısı yani s(A) = 3 ( bazı kaynaklarda = 3 şeklinde yazılmaktadır) olup,     A kümesinin toplam 8 tane alt kümesi vardır. Bu örnek, 2013-2014 eğitim ve öğretim yılında 9’ncı sınıflarda matematik ders kitabı olarak okutulan kaynaktan aynen aktarılmıştır. En önemli yerin altını da çizdim. Bu örnek ve çözümü için buraya kadar yazılanlara biliyorum ki hiç kimsenin herhangi bir itirazı yoktur. Ama benim arakesitleri boş olmayan bu alt kümelerin bu şekilde yazılışlarına itirazım var. Önce çözümde bulunan alt kümeleri numaralandıralım. 
A1 = ,  A2 =    A3 =    A4 = , A5 =   A6 = ,  A7 =   A8 = . Şimdi A kümesinin içinde bir tane “1” elemanı varken, bu eleman aynı anda hem A2’nin hem A5’ in, hem A6’nın ve hem de A8’ in içinde nasıl bulunabilir? Eğer bu kümelerin arakesitleri (kesişimleri) {1} ise, o zaman bu alt kümeleri listeleyebilir miyiz? Aynı durum; A kümesinde birer adet olan “2” ve “3” için de geçerlidir.  Peki, “1” i eleman olarak bulunduran kümelerin her biri ayrı ayrı bir başka kümeyle işleme girerse bu bir tane olan “1” i nerede kullanacağız. Sözgelimi A5 ile A8’in Kartezyen çarpımı yapılsa ve bu çarpımın grafiği çizilse. Ne olurdu? Bu iki kümenin arakesitinde bulunan “1” ve “2” nin koordinat eksenlerine yerleştirilmesi nasıl olacaktı? Bu 8 kümenin birbiri ile olan işlemlerinde ya da başka kümelerle olan işlemlerinde ortak elemanların durumu ne olacaktır.  Böyle bir durumda birçok sorunların yaşanacağı açıktır. Bütün bunlar, yani A kümesinde bir adet olan herhangi bir elemanın, aynı anda birkaç yerde kullanılması bir tane oluşu ile bir çelişme olduğunu göstermez mi? Gösterir.  O zaman da alt küme kavramının tanımı ile alt kümelerin yazılımında, özellikle de listelenmesinde dikkatli olunmasını söylemek çok önemlidir.  Eğer bu alt kümelerle kümesel işlemler yapılacaksa aynı şekilde dikkat etmeliyiz.         

    Demek ki arakesitleri boş olmayan alt kümelerin böyle yazılması doğru değildir. Yok, eğer alt kümelerin sayısı ve yazılışları doğru ise, o zaman da A kümesinin eleman sayısı 3 değildir. Çünkü bir tane olan “1” elemanı, kopyalanmış gibi aynı anda dört farklı kümenin içinde yer almaktadır. Yani “1” i bulunduran dört farklı alt küme aynı anda varsa ya A da dört tane “1” var demektir, ya da arakesitleri “1” olan alt kümeler birbirinden bağımsız olarak işlemlere giremezler.  “1” elemanı için geçerli olan bu durum diğer her bir eleman için de geçerlidir. Yok, eğer “1”  elemanı bir alt küme içerisine yazıldıktan sonra bu alt kümeden silinip diğerine yazılıyorsa, o zaman da alt kümelerin içerikleri bozulacaktır. Ama “ 1” denilen şey bir işarettir. Bir gösterimdir. Ben bunu istediğim sayıda ve yerde, istediğim kadar kullanırım diye düşünülüyorsa, o zaman da A kümesinin elemanlarının hangi özelliklerde olduğunu yeniden düşünmek gerekecektir. A kümesinin bir elemanı; örneğin “1” , sınırsız olarak yazabileceğimiz veya kullanabileceğimiz bütün “1”lerin bir temsilcisi midir? Eğer öyleyse s(A) kaçtır? Ve A’nın kaç alt kümesi vardır? Değilse nasıl birkaç kere kullanılabilir? Bu çok açık bir tutarsızlık, bir çelişki değil midir?  Buna benzer bir durumu, yani açık bir çelişkiyi de aşağıdaki örnekte görebiliriz.
    Örnek2.2: B   olarak verilen B kümesinin; “a” ve ”b” elemanlarını bulunduran 4 elemanlı kaç alt kümesi vardır? 
    Bu ve benzeri sorular kaynaklarda yaygın olarak kombinasyon formülü ile C(n, r)  C(4,2) = 6 olarak kolayca cevaplandırılmaktadır. Bunun anlamı, verilen B kümesinin 6 alt kümesinin arakesiti “a ve b” dür. Bazı kişilerce de 6 alt kümenin her birinde  “a ve b” var diye anlaşılacaktır. Bu iki anlama arasında küçük bir fark vardır. O da ikincisini anlayanların, esas kümede birer tane olan “a” ve “b” elemanlarının nasıl olur da 6 farklı alt kümede aynı anda bulunur? Sorusunu haklı olarak düşünmeleridir. Bu durum “a” ve “b” elemanlarının B’de birer adet olmalarıyla çelişen bir durum değil midir? Eğer küme elemanlarının sanal olduğu düşünülerek her bir elemandan istenildiği kadar yazılabileceği düşünülüyorsa, bu bize B kümesinin eleman sayısının sonsuz olduğunu söyler. Çünkü her elemandan istenildiği kadar kullanabiliyoruz. Hayır, her elemandan yalnız bir tane var diyorsak o zaman da bir elemanı aynı anda iki, üç, vs. alt küme içine yazamayız. Böyle bir yazılış istenileni doğru ifade etmeyecektir. Eğer alt kümeler yazılırken, örneğin “a” elemanı, önce bir alt küme içine yazılıp sonra buradan silinerek diğer birinin içine yazılıyorsa, bu takdirde de alt küme yapısı bozulduğu için, o zaman da alt küme kavramı ve alt küme sayısı ile ilgili bilgilerin gözden geçirilmesi gerekmeyecek midir? 
    Yani herhangi bir kümeye ait alt kümelerin ayrı ayrı aynı anda var olamayacağını, birisinin varlığının diğeri veya diğerlerinin yokluğuna bağlı olduğunu, kullanımlarının birbirinden bağımsız olamayacağını söyleyebiliriz. Bu sebeple örnek1 de olduğu gibi, örnek2 de de söz konusu bu iki elemanı, yani “a” ve “b” i bulunduran alt kümelerle yapılacak bazı kümesel işlemlerin nasıl yapacağını; yapılıp yapılamayacağını, yapılırsa doğru olup olmayacağı tartışmalı ve hatta yanlış olacaktır. Dolayısıyla arakesitleri boş olmayan alt kümeleri birbirinden bağımsız olarak kullanmamalıyız. Ve alt kümeleri ayrı kümeler olarak yazmak yerine, onları Venn diyagramı olarak göstermemizin daha iyi olacağını düşünmekteyim.
    Örnek2.3: A = {1, 2, 3, 4} kümesinin elemanları ile kaç farklı üç basamaklı sayı yazılır?
    Buna benzer soruları permütasyon konusunun işlenişinde çok görürüz. Yaygın olarak şöyle çözülürler. Üç basamaklı sayının yüzler basamağına 4 farklı rakam yazabiliriz. Aynı şekilde onlar basamağına da 4 farklı rakam yazılabilir. Ve son basamağa da 4 farklı rakam yazılır. Saymanın çarpma ilkesine göre 4.4.4 = 64 sayı yazılır. Bu çözüm maalesef yanlıştır. Çünkü bu 64 sayıyı listeleseydik kümedeki her bir rakamın her basamakta 16 kez yer aldığını görürdük. Yani mesela “1” in 16 kez yüzler basamağında, 16 kez onlar basamağında ve 16 kez de birler basamağında yer aldığını görürdük. Ayrıca bu 64 sayı içinde 111, 122, 333, 344, 232 gibi bir rakamın iki ya da üç kez kullanıldığı sayılarında var olduğunu görürdük. Hani her rakam kümede sadece bir taneydi!  O halde bu çözüm, tabii her elemanın kümede yalnız bir kez yazılabileceği yaygın kabulüne göre yanlıştır.
    Bazı ders kitapları Örnek2.3 deki tip soruların çözümünü; rakamları tekrarlı ve rakamları tekrarsız olarak iki farklı şekilde yapmaktadır. Rakamları tekrarlı için yapılan çözüm yukarıdaki gibi olup cevabı 64 olarak verilmektedir. Yukarıda açıkladığımız sebepten dolayı bu sonuç yanlıştır.
    Rakamları tekrarsız ( rakamlar küme elemanı olarak verildiği halde neden böyle bir uyarıya gerek duyuluyor?) için de çözüm, şöyle yapılmaktadır. Sayının yüzler basamağına 4 farklı rakam yazılabilir. Onlar basamağına yüzler basamağına yazılan rakam tekrar kullanılamayacağına göre hariç tutulursa 3 rakam yazılır. Birler basamağına ise yüzler ve onlar basamağına yazılan rakamlar tekrar kullanılamayacağı için hariç tutulursa 2 rakam yazılabilir. O halde saymanın çarpma ilkesine göre, rakamları tekrarsız 4.3.2 = 24 sayı yazılabilir. Ne yazık ki bu çözüm de yanlıştır. Çünkü bu 24 sayıyı listeleseydik her rakamın her basamakta 6 kez yer aldığını görürdük. Oysa her rakamdan elimizde sadece bir tane var. Kısaca bu tip sorulara yapılan bu şekildeki çözümler ve verilen cevaplar maalesef yanlıştır. Peki, böyle bir soruyu nasıl çözeriz? Bu sorunun doğru cevabı;
a. Yazılacak sayılar aynı anda varsa, bir tanedir. Bu bir sayıda rakamların tekrarsızlığı koşulunda bulunan 24 sayıdan herhangi birisidir. Örneğin yalnız 234 tür. Çünkü bir tane olan “2”, bir tane olan “3” ve bir tane olan “4” kullanıldıktan sonra, kümede yalnız “1” kalır. Bu da yeni bir üç basamaklı sayı yazmak için yeterli değildir. Eğer “1” in yanına 234 sayısından iki rakam alınırsa bu sefer de ilk yazılan sayı bozulur. Dolayısıyla sadece bir sayı yazılabilir. 
b. Aynı anda varlık koşulu olmaksızın; 24 tür. Yani her hangi üç sayı yazılıp sonra bu sayıdan ihtiyaç duyulan rakamlar alınarak, yani ilk yazılan sayı bozularak yeni bir üç basamaklı sayı yazılır. Bu şekilde devam edilerek 24 değişik sayı yazılabilir.
    Demek ki her zaman olduğu gibi, verilen sorunun ifadesine, ne şekilde verildiğine çok dikkat edilmelidir. 
    Örnek2.4: Orta öğretim 9. sınıflarda okutulan[14] matematik ders kitabında verilen bir örnek aynen şöyledir. ” MALATYA kelimesinin harfleriyle oluşturulan kümeyi yazalım.” Kitap kümenin ismi E olsun demiş ve E ={M, A, L, T, Y} olarak bulmuştur. Yani kelimede 3 adet olan A harfini; bir türün, bir cinsin, bir harf grubunun temsilci gibi düşünerek sadece bir kez almıştır. Eğer kelimede A’dan başka tekrar eden harf olsaydı eminim ki onu da kümeye bir kez yazacaktı. Aynı sayfadaki bir başka örnekte ise bu sefer “MATEMATİK kelimesinin harfleriyle oluşan kümeyi yazalım ve bu kümenin eleman sayısını bulalım” demiş ve kümeyi F harfi ile göstererek ; ” F = {M, A, T, E, İ, K} olarak yazılır. F kümesinin eleman sayısı 6’dır.Bu ifade s(F)=6 şeklinde gösterilir” demiştir. Bu seferde kelimede ikişer kez geçen M,A ve T harflerini kümeye birer kez yazmıştır. Bu anlayışa göre ABRAKADABRA kelimesinden {A, B, D, R, K} kümesini ve MÜESSESE kelimesinde {M, E, Ü, S} kümesini ve 20.120.121.122 sayısından da {0, 1, 2} kümesi yazılabiliriz. Peki, tersine olarak kümelerden yola çıkarak bu kümelerin elde edilmiş olduğu kelime ya da sayıları bulabilir miyiz? Çok zor, belki de imkânsız. Çünkü küme içindeki harflerden istediğimiz kadar kullanarak (tabii böyle bir şey yapmaya hakkımız var mı?) çok farklı kelime ve hatta cümleler üretebiliriz. Örneğin {M, A, T, E, İ, K} kümesinden “AMA İTİMAT ET Kİ TAM ETKİ MATEMATİKTE” şeklinde bir cümle yazılabilir. Yetenekli okuyucular, {M, A, T, E, İ, K} kümesindeki harflerin her birini istediği kadar kullanmak koşulu ile (yani her eleman kümeye yalnız bir kez yazılır kuralını yerle bir ederek) tüm harfleri kullanarak çok farklı kelimeler ya da cümleler üretebilirler. Aynı şey sayı kümeleri içinde geçerlidir. Örneğin {0, 1, 2}  kümesinden, her üç rakam da kullanılmak koşulu ile en az üç basamaklı sayısız sayı yazılabilir. O halde tekrar eden harfleri yalnız bir kez almak doğru değildir. “ Matematik” kelimesinin harfleri kümesi {M, a, t, e, m, a, t, i, k}  şeklinde olmalıdır. Böyle olunca da; küme kavramı, eleman sayısı, alt küme, öz alt küme, kümelerin eşitliği, kümelerin denkliği, kesişim, bileşim, farkı gibi birçok işlemin nasıl yapılacağı gibi hususların yeniden ele alınması gereklidir.  
    Yukarıda verilen örnekler ve açıklamalardan faydalanarak; her elemanın küme içerisinde yalnız bir kez yer alması gerektiği yargısının tartışılır olduğunu ve yanlış olduğunu söyleyebiliriz. Ayrıca alt küme, öz alt küme ve belli özellikteki alt küme sayısının bulunması ile alt kümelerin nasıl yazılacağının yeniden belirlenecek esaslara göre ele alınmasının daha uygun olacağı değerlendirilmektedir.  
    Bir eleman bir kümeye ait ise, o eleman ait olduğu küme içerisinde yalnız bir kez yer alır, yargısının yukarıdaki örneklerde belirtilen çelişkileri meydana getirdiğini gördük. O zaman, üzerinde hem fikir olunan bir tanımını bile yapamamış olduğumuz kümenin içine, ( kolaysa sen yap bakalım diyenler olduğunu duyar gibiyim.) bir elemanı birden fazla kez yazmak mümkün olmalıdır. Bu husus küme elemanları birer nesne iken pek ala da mümkün olmaktadır.
    Örneğin, herhangi bir otelde bulunan 15 adet farklı odayı metal numaralarla numaralamak istediğimizi düşünelim. O zaman ihtiyacımız olan rakamlar kümesi: {0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 7, 8, 9 }  şeklinde olacaktır. Demek ki küme içerisinde bazı elemanların birden fazla kez yer alması mümkündür. Tabidir ki bu durumda da birçok sıkıntıyla karşılaşılacaktır. Örneğin bu kümenin iki elemanlı alt kümelerinin sayısını bulmak pek kolay değildir. Bu ve benzeri pek çok sebepten dolayı birçok kişi çok haklı ve doğru gerekçelere dayandırarak böyle bir kümenin olamayacağını düşünebilir, savunabilir ve hatta kanıtlayabilir de.
   Kümelerle ilgili olarak yaşanılan bir başka sıkıntı da; A    gibi bir kümenin eleman sayısının bulunmasında ve bu A kümesi için,    A ile   A durumlarından yalnız   A yazılışının doğru kabul edilmesidir. 
    Örneğin 9.sınıf matematik ders kitabı[14] sayfa14 deki 5. alıştırma; 
“ A={a, {b}, {1, 2}} olduğuna göre aşağıdakilerden hangisi doğrudur? 
A) s(A)=3             B) bA             C)1A              D) s(A)=5             E)2A    “ şeklindedir. 
Bu soruda beklenen doğru cevap A seçeneğidir. Oysa A ve D seçenekleri yanlış, diğer tüm seçenekler doğrudur. Buradaki yanlışlık; {1, 2} kümesinin tek bir eleman olarak kabul edilmesindedir. Evet{1, 2}  A’dır. {1, 2} kümesinin her elemanı A kümesinin de bir elemanı olduğu için {1, 2}  A olarak yazılır. Yani her iki durum da doğrudur. Peki, ama kendisi iki farklı eleman bulunduran bu kümenin tek bir eleman sayılmasının mantığını nedir acaba? Eğer A kümesinin tüm elemanları birer küme olsaydı belki bu durum anlaşılabilirdi. Ama değil.
  Bilindiği gibi her küme kendi kendisinin bir alt kümesidir. Dolayısıyla da elemanıdır. Yani her küme tek elemanlıdır gibi bir sonuca ulaşırız ki bu bir çelişkidir. Yani yukarıdaki sorunun seçeneklerini bu çerçeveden düşündüğümüzde, doğru seçeneklerin A ve D dışında kalanlar olduğu anlaşılacaktır.
 Aynı kitabın aynı sayfasındaki 6. Soru ise şöyledir.
“B={a, b, {a}, c, {a, b}, 5} olduğuna göre s(B) kaçtır?
A) 10                B) 9                    C) 8                    D) 7                      E)6    “.

    Burada doğru cevap olarak 6 olarak düşünülmüştür. Oysa bu sorunun doğru cevabı ya 4’tür. Ya da 7’dir. Bir sorunun iki farklı cevabı olamayacağına göre, küme kavramına bakış açısına, ne anladığımıza bağlı olarak cevap değişecektir.( Kümenin net ve kesin bir tanımının olmamasının sebep olduğu bu durum da hiç güzel değildir.) Verilen kümenin; üç adet a ve iki adet b bulundurduğu için diğer elemanlarla birlikte toplam eleman sayısı 7’dir. Burada cevabın d olması yukarıdaki örnek olduğu gibi, bir kümenin başka bir kümenin hem elemanı hem de alt kümesi olamayacağı düşüncesinden kaynaklanmaktadır. Ama bunun kabul edilmesi özellikle de elemanları sayılar olan matematiksel kümelerde mümkün değildir. Ayrıca bu soruda çok daha önemli, farklı ve dikkate değer bir durum bulunmaktadır. Bu küme içerisine “a” ve “{a}” nın ayrı ayrı yazılmasıdır. Bu ikisi arasında nasıl bir fark var acaba? Eleman olan “a” yı küme parantezi olan “{}”  içine yazdığımızda, eleman olma vasfı değişerek bir küme oluyor da nasıl bir değişim veya yapısal bir farklılaşma yaşıyor? Acaba bu ikisi farklı şeyler mi? Yoksa aynılar mı? Yani biz  a = {a} olarak yazabilir miyiz? Yoksa biri eleman biri küme olduğu için, a  {a} mi daha doğrudur? Belki de a ile {a}  aynı şeyden ibaret olduklarından a = {a} daha doğrudur. Burada, bir eleman ile yalnız bu elemanı bulunduran kümenin eleman sayısı bakımından eşit olduklarını söylemek zorundayım.
    Soruda verilen B kümesinin eleman sayısının bulunmasında, belirttiğimiz bu hususlar la bir elmanın kümede yalnız bir kez yer alması kuralına da riayet edildiğinde cevabın ya 4 ya da 7 olduğu görülecektir. 
    Orta öğretim 9.sınıf matematik ders kitabından verdiğimiz ve bir hayli sıkıntılı iki örnekten sonra, biz gelelim yukarıdaki sıkıntıları da içeren diğer bir soruya. Soru şöyle.
 A    kümesi veriliyor. Buna göre,
b. s(A) kaçtır?
a. {1} A , {1}A yazılışlarından hangisi doğrudur?
    A kümesinin eleman sayı; küme elemanları 1 ile 2 rakamları kullanılarak yazıldığından 2 mi, üç elemanlı olduğundan 3 mü, yoksa üç tane 1 ile bir tane 2 den oluştuğu için 4 mü? Orta öğretim ders kitaplarına göre s(A)=3 tür. 
     Ders kitaplarındaki yaklaşıma göre, acaba B = {1, {1}, {1, {1}}, {1, {1}, {1, {1}}}  kümesi kaç elemanlıdır? Bir mi? Yoksa 4 mü? Aynı şekilde C = { {},{{}},{{{}}},…} kümesi kaç elemanlıdır? Acaba sıfır mı? Yoksa sonsuz mu? Peki, {{{{0}}}} kümesinin acaba kaç elemanı vardır? Benim aklıma gelenler muhtemelen sizin de aklınıza gelmiştir. Daha da tuhaf durumlarla karşılaşabiliriz. 
    Bu şekilde ki kümelerin elemanlarını sayı ekseni üzerinde göstermek ayrıca birçok sıkıntıya neden olacaktır. Bu ve benzeri soruların tartışmalara meydan vermeyecek cevabı, küme elemanlarının çok iyi tanımlanmasında yatmaktadır. Eğer küme üç tane 1( nesnesi!) kullanarak oluşturulduysa, s(A)=4 tür. Hayır, sanal olan, yani sayı olan 1’i kullanıldıysa o zaman da s(A) = 2’dir. Çünkü böyle bir kümeyi sayı ekseninde 2 nokta şeklinde gösterebiliriz. 
    İkinci soru ise her iki yazılış da doğrudur diyerek cevaplayabiliriz. Çünkü bir küme başka bir kümenin hem alt kümesi hem de o kümenin elemanı rahatlıkla olabilir. Kısaca her iki yazılış ta doğrudur. 
      Matematikle ilgilenen kimselerin birçoğu, kümelerle ilgili olarak mutlaka bazı güçlüklerle karşılaşmışlardır. Benim de 40 senelik matematik öğretmenliğim süresince kümeler konusunda içerisinden çıkamadığım, açıklayamadığım, birçok problem, soru, önerme olmuştur. İşte içinden çıkamadığım bazı sorulardan bir kaçı.
1. Uzunluğu sıfırdan farklı olan her doğru parçası acaba, sonsuz sayıda noktadan mı oluşur? Sonsuzun gizemi nedir?
2. Acaba   = 0 eşitliği doğru mudur? Bu doğru ise  = 0 da doğru mudur? Yani noktanın uzunluğu sıfır mıdır? Eğer nokta boyutsuz ise o zaman noktalardan oluşan doğru parçasının uzunluğu nasıl oluşuyor?
3. Herhangi bir doğru parçasının uzunluğunu biliyorsak acaba, bu doğru parçasında kaç adet nokta bulunduğunu bulabilir miyiz? 
4. Birçok kaynakta, uzunlukları eşit olan iki doğru parçasının eş olduğu belirtiliyor. Buradaki eşlik ne anlamdadır? Acaba eşlik, iki doğru parçasının eşit sayıda nokta bulundurduğu anlamında mıdır? Neden eşit demekten kaçınıyoruz? Herhangi iki sonsuz birbirine eş midir?
5. Uzunlukları farklı olan iki doğru parçasından daha uzun olanı mı daha çok nokta bulunur? Eğer öyleyse aradaki boy farkı, fazla olan noktalardan mı kaynaklanmaktadır? Değilse boy farkı neden kaynaklanmaktadır?
6. Kaynaklarda hem elemanları hem de eleman sayıları eşit olan kümelere denk kümeler denilmektedir. Eğer bu tanım doğru ise,  boş olmayan bir alt kümesine denk olan kümeye sonsuz küme denilmesi ne kadar doğrudur? (örneğin doğal sayılar kümesi tam sayılar kümesinin boş olmayan bir alt kümesidir ve tam sayılar kümesi sonsuz elemanlıdır)
    Yukarıdaki gibi daha birçok soru zihnimi daima meşgul etmiştir. Sanıyorum sizlerin de kafasında benzer birçok soru oluşmuştur. Gerçi, nokta kavramı ile yaklaşımlarda bu sorulardan bazılarına cevaplar bulmaya çalıştım. Ama daha cevap bekleyen birçok soru var ve hep te var olacaktır. Görüldüğü gibi kümeler konusu, aşağıda kısaca değineceğimiz tarihçesinden de anlaşılacağı üzere, üzerinde geçmişten günümüze birçok tartışmanın yapıldığı ve bu tartışmaların gelecekte de olacağı çok önemli bir konudur. Günümüze kadar; belirsizliklerinden, tutarsızlıklarından ve paradokslarından kısmen de olsa arınmış ve bir sistematiğe oturtulmuş olarak gelmişse de, yine de zorlukların, çelişkilerin ve tartışılacak hususların bulunduğu bir konudur. Ama kümeler olmasaydı matematik çok eksik olurdu herhalde. Tartışılan yönleri daha uzun süre var olacak gibi görünen bu, matematiğin çok önemli konusunun günümüze bu haliyle gelmesinde emeği geçen ve katkısı olan bütün matematikçilere saygı ve şükranlarımı sunarak, onların kümeler için yaptığı çalışmalara duyduğum saygının bir ifadesi olarak kuramının kısa bir tarihçesini vermek istiyorum. 

3.KÜMELERİN KISA TARİHÇESİ       
    Kümelerle ilgili çalışmalar yapan birçok ünlü matematikçi olmuştur. Bunlardan ilki ünlü Çek matematikçisi Bernard Bolzano’dur ( 05.10.1781-18.12.1848). Bolzano sonsuzun paradoksu isimli çalışmasında adını koymadan bir bakıma sonsuz kümeler üzerine çalışmalar yapmıştır. Daha sonra ünlü Alman matematikçisi George Cantor  ( 1845-1918) kümelerle ilgili en önemli çalışmaları yapmış ve kümelerin matematiğe mal olmasını sağlamıştır. Kümenin elemanlarını belirlemek için iyi tanımlanmış bir özelliğin varlığının yeterliliğine inanan Contor,1878 yılında konuya ilişkin ilk makalesini yayınlamıştır. Cantor, problemlerin içeriği ne olursa olsun kümelere dayalı işlemlerle matematiğin yapılabileceğini düşünüyordu. Gottlob Frege’in 1893 yılında yayınladığı Aritmetiğin Temel Yasaları isimli eserinde Cantor’un yaptıklarına çok yakın bir biçimde küme kavramını ve sayıların kümeye dayalı tanımını vermiştir. 1903 yılında Bertrand Russell, Cantor’un her özelliğin bir küme belirtmeye yeteceği düşüncesinin yanlışlığını, ünlü Russell paradoksu ile ortaya koymuştur. Russell paradoksu, matematiğin tümünün kümeler kuramı üzerine kurulmasının yanlışlığını gösteren matematik tarihini önemli kilometre taşlarından birisidir. Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo ( 1871-1953)  1908 yılında paradoksal kümelere imkân vermeyen ilk aksiyomlar sistemini geliştirdi. 
*************** Bu aksiyomlar konacak****************
Bundan iki yıl sonra 1910 yılında Bertrand Arthur William Russell ( 1872-1970) ile Alfred North Whitehead ( 1861-1947) yayımladıkları matematiğin prensipleri adlı eserlerinde paradokslardan kaçınmak için tipler kuramı adında karmaşık bir yazım ortaya koydular. Bu yazım bugün bazı bilgisayar dilleri için önemli bir temel oluşturmuştur. 1922 yılında Adolf Abraham Halevi Fraenkel ( 1891-1965) Zermelo’nun aksiyomlarını geliştirdi ve bu iki matematikçinin isimleri ile anılan ZF aksiyom sistemi yaygın kullanım alanı bulmuştur. 1924 yılına gelindiğinde John Von Neumann ( 1903-1957) kümeler kuramını aksiyomatik hale getirmek için temel iki kavram, paradoks olabilecek sınıflara ve kümelere dayanan bir çözüm önerdi. 1940 yılında ünlü Alman matematikçisi Kurt Gödel ( 1906-1978) sonlu ötesi sayıların tanımlanmasında zorunlu olan seçme aksiyomunun ve bu sayılara tutarlı bir temel sağlayan tutarlılık varsayımının, kuramın diğer aksiyomları ile çelişmediğini göstermiştir. 1964 yılında Paul Josef Cohen (1934- ) Gödel’in çalıştığı bu iki önermenin olumsuzlarının da kuramın aksiyomlarıyla çelişmediğini göstermiştir.
    Kümelerin bugünkü haline gelmesine katkı sağlamış yukarıda bazılarından bahsettiğimiz bütün matematikçilere şükran borçluyuz. Ama bu konuda daha yapılması gerekler olduğuna ve yukarıda belirtilen tartışmalara neden olan hususların giderilmesi gerektiğini düşünüyorum.  Ancak kümelerle ilgili olarak yukarıda bir kısmına değinilen ve tartışmalara neden olan bu zorlukların aşılması çok önemlidir. Kümeler kuramına ilişkin bu kadar çok tartışılır hususun bulunması, nokta kavramında olduğu gibi küme kavramının da tanımlanmamasından ya da tanımlanamamasından ileri gelmektedir. Kaynaklar küme kavramını çoğunlukla, örnekler vererek, açıklamalar yaparak veya tarif etmeye çalışarak anlatmaya, kavratmaya çalışmaktadır. Bazen de sezgisel olarak ifade etmektedirler[21]. Elbette kümeyi tanımlamak kolay bir şey değildir. Ama birçok tartışmaya kapı aralayan “iyi tanımlanmış farklı nesneler topluluğu” şeklindeki bir tarif te çok yetersizdir.  Küme elemanlarının iyi tanımlı olması elbette ki çok önemlidir ama bu bile birçok zaman yeterli olmamaktadır. Yukarıda verilen örneklerden de görüldü ki, problemleri azaltacak iyi bir tanımın, eleman türlerini de dikkate alması gerekmektedir. Aşağıdaki gibi bir tanımın yukarıdaki örneklerde değinilen bazı tartışmaları ortadan kaldıracağına inanmaktayım.
    Küme: özellikleri iyi tanımlanmış ve tarif edilmiş sadece sanallardan, sadece nesnelerden ya da sadece canlılardan en az bir tane bulunduran bir yığın, ya da bahsedilen bu üç farklı şeyden hiçbirini bulundurmayandır. 
Böyle bir tanımdan;
1.Bir kümenin elemanlarının tamamı ya sanaldır ya da kümede eleman yoktur.
2.Bir kümenin elemanlarının tamamı ya nesnelerdir ya da kümede eleman yoktur.
3. Bir kümenin elemanlarının tamamı ya canlılardır ya da kümede eleman yoktur.      
4.Bir kümenin elemanları; sanal ile nesnelin karışımı, sanal ile canlının karışımı, nesnel ile canlının karışımı ve sanal, nesnel, canlı karışımı olamaz.
5. Ayrıca küme hangi çeşit elemanlı ise, o çeşidin tek türünden eleman bulundurmalıdır. Yani {1, 2, a, b} gibi hem sayı hem de alfabetik eleman bulundurmamalıdır. Ya tamamen sayılardan ya da alfabetiklerden oluşmalıdır.
6.Eğer küme sanal, nesnel, ya da canlı olanlardan hiç bulundurmuyorsa buna boş küme denir ve boş küme bir tanedir.
7.Sadece, elemanları sanal olan kümeler ile elemanları nesnel olan kümeler aynı olan (tekrar eden) elemanlar içerebilirler. 
8.Kümeler; elemanları yönünden boş küme, sanal elemanlı küme, nesnel elemanlı küme ve canlı elemanlı küme olarak dört gruba ayrılırlar.
    Kaynaklarda kümelere ilişkin işlemler, elemanlarının türleri dikkate alınmadan yapılmaktadır. Dolayısıyla da hatalar ortaya çıkmaktadır. Aşağıdaki örnekleri inceleyelim.
Örnek3.1: ( Buraya kaynak 22 sayfa 53 ün fotokopisi konulacak)
    Şimdi bu örnekteki grafiklerin doğru olduğunu söylemek mümkün mü? Hayır. Çünkü A kümesinin de B kümesinin de elemanları alfabetiktir. Ve biz sayı ekseninde bu kümelerin elemanları olan harflere karşı gelen noktaları, ya da karşı gelen sayıları bilmiyoruz ki. Bu sebeple AxB de BxA  da grafiği dik koordinat sisteminde çizilemez. Yani burada verilen grafikler anlamlı değil ve yanlıştır. Benzer hatalar aşağıdaki diğer örneklerde de vardır.
Örnek3.2: (buraya kaynak 22 sayfa 60 daki 3. Örneğin fotokopi konacak)
Örnek3.3: (buraya kaynak 22 sayfa 61 daki 1. Örneğin fotokopi konacak)
Örnek3.4: (buraya kaynak 22 sayfa 80 daki 3. Örneğin fotokopi konacak)
Örnek3.5: (buraya kaynak 23 sayfa 87 daki 1. Örneğin fotokopi konacak)
Örnek3.6: (buraya kaynak 13 sayfa 93 daki 3.6 Örneğin fotokopi konacak)
    Bizim kümeleri elemanlarının türüne göre gruplamamızın sebebi bunun içindir. Eğer yukarıdaki örneklerde her iki küme sayısal elemanlı olsaydı grafiksel olarak bir hata oluşmayacaktı. Türleri farklı kümeler arasında işlem yapmak, eğer belirli ve geçerli esaslara bağlanmamışsa, çeşitli sorunlar yaratmaktadır. Ancak özellikle nesnel elemanlı kümeler ve canlı elemanlı kümelerle ilgili olarak ihtiyaç duyulan çok fazla kavram ve işlemin tanımlanmasına şiddetle ve ivedilikle ihtiyaç vardır. 




4.FONKSİYONLAR (DÖNÜŞÜMLER), MATEMATİĞİN BEDAVA HAMALLARI 

    Matematiğin belki de en önemli konularından birisi de fonksiyonlar veya dönüşümlerdir. Ancak biz bu yazıda daha çok fonksiyon ifadesini kullanacağız. Konu ile ilgili kaynaklarda fonksiyonların tanımı, bağıntılar yardımıyla olduğu gibi doğrudan da yapılmaktadır. Şimdi, değişik kaynaklarda fonksiyon (veya dönüşüm) tanımının nasıl verdiğine ilişkin birkaç örnek verelim. 
· A ile B boş olmayan iki küme ve , A kümesinden B kümesine bir bağıntı olsun. Eğer , A da ki her elemanı B de tek bir elemana eşliyorsa,  bağıntısına A dan B ye bir fonksiyon denir[24].
· A ve B iki küme olsun. Tanım kümesi olan A kümesindeki her bir x öğesine karşılık B değer kümesinde bir tek öğeye giden kurala dönüşüm veya fonksiyon denir[8].
· A ve B gibi herhangi iki cümle verildiğine göre, A ve B olsun. Her  e bir ve yalnız bir  karşılık olmak üzere, bu iki cümlenin elemanları arasında kurulan her türlü eşleme bir fonksiyon tanımlar[24].
· A ve B gibi boş olmayan iki küme için tanımlanan bir bağıntı  olsun.  bağıntısı A’nın her elemanını B’nin yalnız bir elemanına eşliyor ve A da eşlenmeyen eleman kalmıyorsa, A dan B ye tanımlanan bu   bağıntısına, A dan B ye fonksiyon denir[3]. 
· A ve B gibi boş olmayan iki küme olsun. A’nın her bir elemanını B de yalnız bir elemanla eşleyen  bağıntısına A dan B ye bir fonksiyon denir[7].
· A , B iki küme ve :AB bir bağıntı olsun. Eğer  bağıntısının;
1.Her aA için(a)=b olacak biçimde bir bB var ve
2.Her aA, b, cB için (a) =b ve(a)=c ise b=c özellikleri varsa,   ye A’dan B’ye bir fonksiyon denir[29].
· A ile B boş küme olmasın.  bağıntısı A’dan B’ye tanımlanan bir bağıntı olsun. Eğer  bağıntısı:
a. xA için yB vardır öyle ki (x, y)  ve,
          b. x,y,zA için (x, y) ve (x, z) olduğunda y=z oluyorsa,   ye A’dan B’ye bir fonksiyon denir[15].
· A ve B boş olmayan iki küme olmak üzere, A’nın her elemanını B’nin bir ve yalnız bir elemanına eşleyen f ifadesine A’dan B’ye bir fonksiyon denir[14].
    Sekiz farklı kaynaktan verilen bu tanımların hemen hepsinde ortak sayılabilecek tek husus var. O da fonksiyonun gösterimi için :AB yahut AB şekillerinden birinin tercih edilmesidir.  
    Bu tanımların bazılarında kümelerin boş olmamasına dikkat edilmişken bazılarında buna dikkat edilmemiştir. Bu husus çok önemli bir eksikliktir. Ayrıca hiçbir tanımda A ve B kümelerinin sayı kümesi olmaları hususu belirtilmemiştir. Bu bakımdan bu tanımların hiç birisi kanaatimce matematiksel anlamıyla tam olarak bir fonksiyonu ifade etmez.  
   Eğer aralarında fonksiyon tanımlayacağımız kümelerin elemanları sayı değilse, aşağıdaki ilk örnekte belirtilen sıkıntıları kaçınılmaz olarak yaşarız.
     Örnek4.1: İkisi de boş olmayan A ve B kümelerinin, sayısal elemanlı olmadıklarını ve
    A = {□,⌂,∆} , B = {a, b, c} şeklinde olduklarını farz edelim. : AB fonksiyonu da  ={(□, a), (⌂, b), (∆, c)} olarak tanımlansın. Bu takdirde bu fonksiyonun grafiğini nasıl çizeriz(!)
     Elbette ki çizmek mümkün olamayacaktır. Çünkü fonksiyon grafiklerinin çiziminde fonksiyonun tanım kümesi, örneğimizde A kümesi yatay eksen(!) yani apsisler ekseni olarak alınmalıdır. Ancak A kümesinin elemanlarına bir sayı ekseni olan apsisler ekseninde hangi sayıları karşılık getireceğiz. Bu belli değil. Aynı şekilde değer kümesi olan B kümesinin elemanları olan harflere hangi sayıları karşılık getireceğimizi bilemediğimizden grafiği çizmek mümkün olamayacaktır. Sizce analitik düzlemin acaba hangi noktası ( ∆,c) çiftine karşılık gelir? Bileniniz var mı?  Ben bilmiyorum. Dolayısı nin elemanlarına karşılık gelen bütün noktalar analitik düzlemde gösterilemeyecek ve bu fonksiyonun grafiği de çizilemeyecektir. Ama kitaplarda bu türden grafiklere bolca rastlayabilirsiniz. Elbette ki bu tip fonksiyon grafiklerini çizebilmek için istenirse uygun tanımlamalar ve sistemler oluşturulabilir. Ama bu haliyle analitik düzlemde bunun mümkün olamayacağı çok açıktır. 
    O halde elemanları sayısal olmayan kümeler arasında tanımlanan fonksiyonların grafiklerinin analitik düzlemde çizilemeyeceğini unutmamalıyız. Yalnız sayı kümeleri arasında tanımlı fonksiyonların grafikleri, kuralları belli olmak koşulu ile analitik düzlemde çizilebilir. 
    Üstte belirtilen noktaya dikkat edilmediğinde, bağıntıların da grafiğinden söz edemeyiz. Belki de elemanları canlılardan oluşan kümeler arasında bağıntı ve fonksiyonlar tanımlamak, bunlara ilişkin grafiklerden söz etmek çok anlamlı olmayacaktır. Dolayısıyla bu gibi durumlarda küme elemanlarının niceliği, niteliği ve türü çok önemlidir. Özellikle ilköğretim (ilkokul-ortaokul) matematik ders kitaplarında kümelerle ilgili pek çok şey bu bakımdan yanlış olarak verilmektedir. 
    Şimdi fonksiyonlarla ilgili olarak sıkça yapılan, yaşanılan bir başka yanlışlığa değinelim. Fonksiyonlar konusunda hazırlanmış birçok soruda, “şekilde (x) fonksiyonunun grafiği verilmiştir” gibi hatalı ifadelerle çok sık rastlarız. Buradaki hata (x) ile  in birbirine karıştırılmasıdır. Söz konusu fonksiyon, yani tanım kümesinden değer kümesine taşıma, resmetme, eşleme işini yapan bizzat tir. Bu taşıma işini yapan  adlı fonksiyonun x adlı elemanı eşlediği sayı, değer, şey, her ne ise o da (x)’tir. Bu sebeple bize verilen grafik (x) in değil in grafiğidir. Zaten (x) tek bir şeydir. Matematiksel fonksiyonlarda sayıdır, değerdir. Çünkü fonksiyon olan (yani hamal olan) (x) değil dir. Bilindiği gibi grafik bütün (x, (x)) noktalarından oluşan bir kümedir. Bu kümeye nin görüntü kümesi de diyoruz.
    Bazen, fonksiyonların tanım ve değer kümeleri aynı kümedir. Örneğin; :AA gibi. Böyle durumlarda:  A’dan A’ya bir fonksiyon demek yerine kısaca; ya A üzerinde bir fonksiyondur ya da  A’da bir fonksiyondur diyoruz.

    Başka bir hata türü de “ Doğal sayılar kümesi üzerinde tanımlı f(x) = x-1 ve g(x) = 2x fonksiyonları için (fog)-1(x) ve (g-1of-1)(x) kurallarını bulup karşılaştırınız[10]” şeklindeki ifadelerde vardır. Buradaki hata: Doğal sayılar üzerinde tanımlı olduğu söylenen f fonksiyonu doğal sayılar üzerinde tanımlı değildir. Çünkü “0” bir doğal sayıdır.(Bazı matematikçiler sıfırı doğal sayı olarak kabul etmezler. Ancak bu kitabın yazarı sıfırı doğal sayı olarak kabul ediyor.) Ama f(0) =0-1 =-1 bir doğal sayı değildir. Oysa bir fonksiyon doğal sayılar üzerinde tanımlı ise, o fonksiyonun hem taşıyacağı sayılar hem de taşıyacağı sayıların taşınmış halleri doğal sayı olmalıdır. Dolayısıyla bu soruyu çözmek mümkün değildir.
    Örnek4.2: Yine özellikle testlerde “(x)=   olarak veriliyor,   -1(x) fonksiyonunu bulunuz” gibi yanlış bir soru ile de çok sık karşılaşılmaktadır. Böyle bir soruyu çözmek aslında mümkün değildir. Çünkü tanım ve değer kümesini bilmediğimiz bir fonksiyonun,  hele de bire-bir ve örten olduğu da verilmemişse, tersi olan fonksiyonu bulmak mümkün değildir. Bilindiği üzere fonksiyonun kendisi bire-bir ve örten değilse tersi fonksiyon olarak yoktur. Ama her fonksiyon bir bağıntı olduğu için, bağıntı olarak tersi vardır. Genellikle de bu tersi bulmak zordur. Bu da verilen bilgilere bağlıdır. Dolayısıyla yukarıdaki ifade yerine; “ (x) =    ise  -1(x) bağıntısını, kuralını bulunuz” şeklindeki bir ifade daha doğru bir ifadedir. Bu iki ifade arasındaki farkı önemsiz bulan arkadaşların, bağıntı ile fonksiyon arasındaki farkı bir kez daha düşünmelerini öneriyorum. 
    Bu konuda ayrıca     eşitsizliğinin genellikle doğru olduğuna ve bazen de   -1 =    olduğuna dikkat edilmelidir.
    Yine  gibi iki farklı fonksiyon, yalnız kuralları ile verilip , ,  ,  , ve bunun gibi bilgilerin istendiği sorular da hatalıdır. Çünkü fonksiyonların tanım kümeleri belli değildir. Eğer iki fonksiyonun da tanım kümesi aynı ise bu belirtilmelidir. Ayrıca bu iki fonksiyonun tanım ve değer kümelerinin boş olmadıkları da özelliklede de belirtilmelidir. Diğer dikkat edilmesi gereken bir hususta, bölen durumundaki fonksiyonun görüntü kümesinde sıfır olmamalıdır. Çünkü fonksiyonlarda dört işlem, fonksiyonların görüntü kümeleri üzerinde yapılmaktadır.
  Örnek4.3:  : AB, : C D, olmak üzere  ve  kuralı ile verilmiş ve bizden; 
a) ,
b) kurallarını bulmamız istensin. 
    Her sınıftan lise öğrencisinin kolayca çözebileceği bu soruyu kaynaklar aşağıdaki gibi çözmektedir.
a)  =  =  =  olarak bulunur.
b) ) =  =   olarak bulunur.
Bu iki çözümde geçerli ve doğru değildir. Çünkü sorunun verilerinde AC hakkında herhangi bir bilgi yoktur. Eğer AC     ise, bu çözüm ve soru hatalıdır. Dolayısıyla bulunan sonuçlar yanlıştır. Ayrıca b şıkkında istenenin bulunabilmesi için de; soruda  için  şartının yahut 1 C verilmesi gereklidir. Bu ve benzeri sorularda istenilene bağlı olarak; iki fonksiyonun tanımlı oldukları ifadelerin toplanması, çıkartılması, çarpılması ya da bölünmesi ile birer sonuç bulunabilir. Fakat bulunan bu sonuçların doğru veya anlamalı olması için soruda, istenenlere göre doğru ve yeterli bilginin verilmesi şarttır. Yoksa bulunanları cevap olarak kabul edemeyiz.
    Çünkü fonksiyonlarla ilgili dört işlem yaparken işleme giren fonksiyonlar ya aynı küme üzerinde tanımlı olmalıdır ya da tanımlı oldukları kümelerin arakesiti ( kesişimi ) boş küme olmamalıdır. Ve elde edilen sonuçlar da sadece tanım kümelerinin arakesitleri üzerinde geçerlidir, doğrudur.
    Fonksiyonlarla ilgili olarak belirteceğimiz hususlara ters fonksiyonun varlığı ve bulunması ile devam edelim. Her fonksiyonun bir bağıntı olduğunu ancak her bağıntının bir fonksiyon olmadığını biliyoruz. Bir fonksiyonun, bağıntı olarak tersinin daima (bulması zor hatta mümkün olmasa bile) var olduğunu biliyoruz. Ancak sözünü ettiğimiz bu ters bağıntı her zaman bir fonksiyon olmaz. İşte bu ters bağıntının da bir fonksiyon olmasının vazgeçilmez koşulu; fonksiyonun kendisinin bire bir ve örten olmasıdır.
    Eğer bizden tersinin bulunması istenen fonksiyonun, bire bir ve örten olduğu biliniyorsa sorun sadece bu fonksiyonun tersi olan fonksiyon kuralını bulmaktadır. Bazı tip fonksiyonlarda bu işlem çok kolaydır. Bazı tiplerde ise epeyce zordur. 
    Önce ters bulmayla ilgili bir yöntemden bahsedelim. Sonrada kolay olan fonksiyonlardan başlayarak zora doğru birkaç tip fonksiyon tersi bulma örnekleri verelim.
    Yaygın olarak kullanılan ters bulma yöntemi: Bize  olarak verilince,  yerine  , ve  deki  yerine de  yazarız. Sonra da buradan ’i bulmaya çalışırız. Şimdi bunu örnekleyelim.
    Örnek4.4:   şeklinde tanımlı doğrusal fonksiyonların (eğer örtenliklerinden eminsek)  tersi olan fonksiyonu bulurken, yukarıda belirtilen yöntem uygulanarak;
 ,
 ve,
 bulunur. Bu son eşitlik bir formül olarak kullanılabilir.
    Bazen  kuralı ile verilen  fonksiyonun tersi; madem   ’i  ile çarpıp sonra   ekliyor, o zaman tersi olan  de ’ den önce  çıkaracak sonrada ’ya bölecektir, diye düşünülerek te bulunur. Yine ters bulma yöntemi ile; 


Örnek4.5:  kuralı ile verilsin.

=
 = 
 = 
 =   olarak bulunacaktır.
Bu son eşitlik çoğu kez bu tip fonksiyonların terslerini bulmanın formülü olarak kitaplarda yer alır. Ama fonksiyonların kuralları örnek4.4 ve örnek4.5’deki kadar kolay olmayabilir. Fakat fonksiyonun kural ne olursa olsun, en yaygın ters bulma yöntemi yardımıyla bazı cebirsel işlemler yaparak ters fonksiyon kuralını bulmak çoğunlukla mümkün olabilir. Tabii ki parçalı tanımlı fonksiyonlarda bu işlem çok daha zordur.
    Örnek4.6:  olarak verilen fonksiyonun bire bir ve örten olduğunu kabul edelim ve tersini önce formülle, sonra da genel yönteme göre bulalım.
Verilen fonksiyon kuralını  ile karşılaştırarak;  buluruz. Bu değerleri   formülünde yerlerine yazarsak    olarak buluruz.
Genel yöntemle bulursak; 


 ve buradan da    olarak bulunur.
    Örnek4.7:  olarak verilen fonksiyonun   ye bire bir ve örten olduğunu, dolayısıyla da tersinin var olduğunu biliyoruz. Tersini genel yolla bulalım.

 . Burada içler dışlar çarpımı yapılırsa,



. Olacaktır. Bu sonucu okuyucu yukarıda verilen formülle de bulabilir.

    Örnek4.8:   ’de tanımlı  fonksiyonu;,kuralı ile verilsin. Bu fonksiyon ’den ’ye bire bir ve örten değildir. Bire bir olması için
  için   olmasıdır.
 -4+5 = -4+5
-4 = -4
-  = -4
-  = 4-
-+  =4 -
+  = 4 olacaktır. Bu da bize  =  eşitliğini vermez. Yani fonksiyon bire-bir değildir.
Ayrıca örten de değildir. Her  için en az bir  olmadır. Oysa bu koşul gerçekleşmemektedir. Bu fonksiyonun grafiği bir parabol olup aşağıdaki gibidir.

***********şekil***************

Grafiğin incelenmesinden (1, Aralığındaki hiçbir sayının örtülmediğini görüyoruz.
Örneğin 0 için 

0 = (2+1
-1 = (2 bulunur. Bu son eşitlik doğru değildir. Çünkü hiçbir real sayının karesi negatif olamaz. Yani örten de değildir. Ama bu fonksiyonu (-[1, olarak tanımlarsak hem bire bir hem de örten olacaktır. O zaman tersini bulabiliriz. Şimdi onu bulalım.
,
 = (2+1
2 +1
 2
 = 
 =  ve 
 =   ve  =  olacaktır. 
Sonuçta;
 =  +2 ve   =  - +2 iki ters fonksiyon bulunacaktır. Ancak bizim aradığımız,   =  - +2  olup : [1, (- dır.
Aşağıdaki örneklerde fonksiyonlarının terslerinin var olduğu tanım ve değer kümelerinde tersleri  
Örnek4.9:   = 3 Sin(2 +)  kuralı ile verilmiş olan fonksiyonun tersini bulalım.
= 3 Sin(2 +) 
 = Sin(2 + 
Arc() = 2 +
Arc()]- =  tir.
    Örnek 4.10:    =  kuralı ile verilmiş olan fonksiyonun tersini bulalım.
  =  
 = 
.+ 3. = + 2
. - +  2
[- 1] =+  2
 = 

    Örnek4.11:    =    olarak verilmiş olan  ‘in tersini bulalım.

 
 =  ve  = -2 olur.


    Örnek4.12: A = {1, 2, 3}, B = {1, 2, 3, 4} olmak üzere, :A B,A için  fonksiyonun  olarak verildiğini ve bizden   in istendiğini düşünelim. Bu tip fonksiyonlara linear ( doğrusal) fonksiyon dendiğini biliyoruz. (  olmak üzere  biçiminde tanımlı her fonksiyona doğrusal fonksiyon denir. Bu fonksiyonlar daima bire birdirler ama örten olmayabilirler.) 
    Yukarıda, tanımını verdiğimiz  fonksiyonu da bire-bir olup örten değildir. Bilindiği gibi ancak bire-bir ve örten fonksiyonların tersi, fonksiyon olarak vardır. Dolayısıyla nin tersi yoktur ve    -1() i bulamayız. Eğer -1 var olsaydı -1:B A olacak ve     olarak bulacaktık. Fakat 2)=   olup, o zaman da    A durumu ile karşılaşacaktık. Bu ise çok önemli bir hatadır. Demek ki hemen ’i bulmaya kalkmadan ’ in bire-bir ve örten olup olmadığını test etmek gerekmektedir.  
    Şimdi de fonksiyonlarda bileşke işlemleri ile ilgili olarak düşülen bazı hatalara değinelim. 
    Örnek4.13: AB ve :CD fonksiyonlarının tanımlarını bildiğimizi düşünelim. Bu iki fonksiyon için, verilere göre (’i ya da (’i bulmaya çalışalım. Bu çaba ne yazık ki boşuna olacaktır. Çünkü ( = olup lerin ‘in tanım kümesi olan A’da olması gerekir ki,   bu değerleri taşıyabilsin (eşleyebilsin). Oysaler D’nin elemanıdır. Benzer şekilde (=g()) olupler ’in tanım kümesi içinde olmalı ki  fonksiyonu bunları taşıyabilsin. Oysa ler B kümesindedir ve B ile C arasında herhangi bir ilişki, eşitlik ya da bir bağıntı da verilmemiştir.  Bütün bu eksiklikler varken, istenileni bulmaya çalışmak veya bulmak hiç doğru değildir. Şimdi verilmeyenlere (ya da verilere ) dikkat edilmediği takdirde neler yaşanacağını aşağıdaki örnekte görelim. 
    Örnek4.14: A={1, 2, 3}, B={1, 2, 3, 4, 5} ve  = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} olmak üzere :AB fonksiyonu A için  olarak ve :B fonksiyonu da B için  olarak tanımlansın. Bizden (, (, , ,, , , (,  (, ( kurallarını bulmamız istensin.    
  Bulunması istenen kurallardan sadece ilkini, yani (’i bulabiliriz. Hemen bulalım. 
( = ’dır. 
      Diğerlerini bu verilere göre bulmak mümkün değildir. Çünkü  de  de örten değildir. Her ikisinin de fonksiyon olarak tersi yoktur. Eğer bütün bu uyarılara dikkat etmez de  ( ki çoğu zaman dikkat edilmiyor)  örneğin, ( i bulursak; (:CA olup ( olacaktır. Ayrıca 0C olduğu için (olur ama -1 A olduğundan, nasıl bir hata yapıldığı ortaya çıkacaktır.
    Onun için sorunun verilerine (bazen de verilmeyenlerine) çok ama çok dikkat etmeliyiz. Tabii ki soru ile ilgili konuyu da çok iyi biliyor olmamız gerekmektedir.  

    Fonksiyonlarla ilgili olarak bir de birim fonksiyonlar hususunda yapılan yanlışlıklara değinmek istiyorum. Birim fonksiyonları, bilindiği gibi yaygın olarak  ile gösteriyoruz. I, özdeşlik anlamına gelen İngilizce identity kelimesinin ilk harfidir. :AB, her A için   şeklinde tanımlanan fonksiyonun birim fonksiyon ya da özdeşlik olması için A=B olmalıdır. Eğer AB ise bu fonksiyona gömme fonksiyonu diyoruz. 
    Görüldüğü gibi birim fonksiyonun tanım ve görüntü kümesi aynı küme olmak zorundadır. Hem bire bir hem de örten bir fonksiyona eşleme veya bijeksiyon denir. Birim fonksiyon da bire-bir ve örten olduğundan bir eşlemedir. Ayrıca bir kümeden yine kendine giden eşlemeye de eşleştirme diyoruz. Tanım ve görüntü(değer) kümeleri aynı küme olan birim fonksiyonlar bir eşleştirmedir.  Aralarında eşleme ya da eşleştirme bulunan sonlu kümelerin eleman sayıları eşittir. 
    Birim fonksiyonlar, üzerinde tanımlı oldukları kümeler değiştikçe değişirler. Bu sebeple birim fonksiyonları; üzerlerinde tanımlı oldukları kümelere bağlı olarak, örneğin A da tanımlı ise A şeklinde göstermeliyiz. Bu hususa, özelikle bileşke işlemlerinde ve bileşkeden bir fonksiyonu çekme işlemlerinde yeterince dikkat edilmelidir. Ama çoğunlukla edilmemektedir. 
    Örnek4.15: :AB,  :AB , ,  ise  kuralını bulunuz. Böyle bir sorunun çözümünü birkaç yoldan yapmak mümkündür. Ancak aşağıdaki gibi çözen arkadaşların çözümünün doğru olmadığını söylemeliyim.
  ise kolayca = olduğu bulunabilir. Yani i 3 ile çarpıp sonuca 2 ekleyerek taşıyorsa, tersi olan  ise, ’in yaptığının tam tersini yapacak ve önce ten 2 çıkaracak sonrada sonucu 3’e bölecektir. Çünkü çarpmanın tersi bölme, toplamanın tersi de çıkarmadır.  Doğrusal olan bir fonksiyonun tersini bu kurala göre kolayca bulabiliriz. Ancak fonksiyon kuralı  ,  şeklinde ya da daha farklı ise ters fonksiyon kuralını bulmak epeyce zor hatta bazen de mümkün olamaz.  , eşitliğinin her iki tarafını sağdan  ile bileşke işlemine tabi tutarsak (işleme sokarsak)
= ,                                                      
 =   ,  
=  ,
=    ve 
   =  olarak bulunur. 
Ama bu sonucun doğruluğu tartışılır. Çünkü verilenlere göre  fonksiyonunun tersinin fonksiyon olarak var olup olmadığını bilmiyoruz. Dolaysıyla   i bileşke işleminde (fonksiyon olarak) kullanmak yanlıştır. Öte yandan  = I değil IA olmalıdır. IA birim fonksiyonu A kümesi üzerinde tanımlı olduğundan,  =     eşitliği doğru değildir. Birim fonksiyon bire-bir ve örten olduğu için en azından AB olması gerekir. Ancak sorunun verileri arasında buna ilişkin herhangi bir veri yoktur. Bu da bulunmuş ’i tartışmalı hale getirmektedir.

      Ama kitaplarda ve testlerde buna benzer şekilde verilen ve buradakine benzer şekilde çözülmüş olan o kadar çok yanlış çözüm var ki. Özellikle lise öğrencilerinin ve öğretmenlerinin bu hususta dikkatli olmalarını ve yukarıda belirtilen hatalara düşmemelerini öneriyorum. 
     Ama aynı soruyu aşağıdaki gibi çözersek hiçbir sıkıntı olmayacaktır.
 ,

3 +2 = ,
3 = ve 
  olarak bulunur.                                                                                          
    Dikkat edilmesi gereken bir başka hususta fonksiyon bileşkesi ile ilgilidir. 
Örnek4.16:  A = {a, b, c, d} , B = {1, 2, 3, 4, 5},  C = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ve D = {k, m, n, p}  olmak üzere  : A  B ve  : C D’ ye giden fonksiyonların şekilleri aşağıdaki gibi olsunlar. BC olduğuna dikkat edelim. Aşağıdaki şekli dikkatlice inceleyiniz.

***************Buraya şekil çizilecek****************sezgisel mat. Sayfa 74

Şimdi bu iki fonksiyonun bileşkesi olan fonksiyonu bulalım.
( Benzer olarak diğer elemanlarında taşındığı yerleri,
( 
(
( olarak buluruz. 
Yani  : A D olan bileşke fonksiyon
 = {(} olacaktır. Burada ilk ( taşıyıcı) fonksiyon  ve ikinci fonksiyon  olduğu için biz  fonksiyonunu bulduk. Dikkat!  Taşıma sırası ile bileşkede soldan sağa yazılış sırası birbirinin tersidir. İlk taşıyıcı fonksiyon bileşkenin en sağına yazılır. Bu terslik fonksiyonlarda bileşke işleminin tanımından kaynaklanmaktadır.
     : A B,  :B  C fonksiyonları için bileşke fonksiyon bulunurken, ilk taşıyıcı olan fonksiyonun ( yani ’nin ) değer kümesinin ikinci taşıyıcı olan fonksiyonun (yani ’nin) tanım kümesi ile aynı veya onun alt kümesi olması şarttır. Bizim örneğimizde her iki küme birbirine eşit ve B olduğundan bileşkeyi bulmada herhangi bir sıkıntı yoktur. Ama burada belirtilen şartlar gerçekleşmemiş olsaydı bileşke fonksiyonu bulmamız ve bilmemiz mümkün olmayacaktı. Bileşke fonksiyon bulunurken ilk taşıyıcıyı en sağ, ikinci taşıyıcıyı onun soluna, üçüncü taşıyıcıyı onun soluna, böylece devam ederek en son taşıyıcıyı en sola yazmalıyız. Çünkü her A için (=   olarak tanımlanmaktadır.
    Örnek4.16 de   : A  C ve  : B  D’ye olan fonksiyonları;
**********Buraya şekil çizilecek************
 = {(a, 4), (b, 1), (c, 2), (d, 6)} ve  = {(1, k), (2, m), (3, m), (4, n), (5, p)} olsunlar.
Bu verilere göre bileşke bulunamaz. Daha doğrusu bileşke diye bir fonksiyon olmayacaktı.  
Varsayalım ki var. O zaman;
(,
(
( olacaklardı fakat
(
 Olacaktı. Çünkü 6, ’nin tanım kümesinde yok ki taşınsın. Yani bileşke fonksiyonun bulunamıyor olmasının temel sebebi C olmamasıdır.
   Fonksiyonlarla ilgili olarak önemli bir itirazım da; ders kitaplarında “fonksiyon çeşitleri” başlığı altında bire bir fonksiyon, örten fonksiyon, içine fonksiyon, bire bir ve örten fonksiyon, sabit fonksiyon ve birim fonksiyon konusunun işlenmesidir.
    Burada sözü edilenlerin her birini bir fonksiyon çeşidi olarak almak yerine, kanaatimce fonksiyonlara ait bir özellik olarak almak daha doğru olacaktır. Ayrıca tek ya da çift olma, periyodik olma, sınırlı olma, sürekli olma, koordinat eksenlerinden birine ya da orijine göre simetrik olma, artan ya da azalan olma gibi daha pek çok husus da fonksiyon özelliklerindendir.     
    Birçok okuyucu biliyor ki, bazı fonksiyonlar burada belirtilen özelliklerden bir kaçını birden sağlayabilir. O zaman örneğin hem bire bir, hem örten ve hem de sabit olan bir fonksiyon, ne çeşit bir fonksiyondur? Böyle olan bir fonksiyonu nasıl adlandıracağız?
    Diğer taraftan “içine olma” özelliğini bir fonksiyon çeşidi(!) olarak vermek te çok anlamsızdır. Çünkü her fonksiyon daima, en azından içinedir. Bu sonuç fonksiyon tanımından hemen çıkar.
   Oysa fonksiyon çeşidi denildiğinde; Kuadratik fonksiyonlar, Üstel fonksiyonlar, Trigonometrik fonksiyonlar, Logaritmik fonksiyonlar, Hiperbolik fonksiyonlar gibi daha pek çok çeşit fonksiyonu anlamalıyız. 
    Şimdi, fonksiyonlar yardımıyla, bir çemberin bulundurduğu nokta sayısı ile bir doğrunun bulundurduğu nokta sayılarını karşılaştıralım. Bunun için merkezi analitik düzlemin (0,r) noktasında, yarıçap uzunluğu r > 0 birim olan bir çember alalım. Bu çemberin orijinde   eksenine teğet olduğunu biliyoruz. Çemberin eksene teğet olduğu bu nokta O(0, 0) dır.
    Bu O(0, 0) noktasının, hem çembere hem de   eksenine ait olduğunu biliyoruz. O(0, 0) noktasından   eksenine çıkılan dikmenin, yani  ekseninin çemberi kestiği diğer noktaya A diyelim. Çembere ait verilenlere göre A(0,2r) olacaktır. [OA] çaptır ve  = 2r’dir.  Eğer çemberi Ç ile gösterirsek Ç’nin analitik ifadesi Ç = {(x, y): x2+(y-r)2 - r2=0, r>0, r, x, y ya da kısaca x2+(y-r)2 = 0 olacaktır.
    Şimdi çemberin bulundurduğu nokta sayısı ile    ekseninin bulundurduğu nokta sayısını karşılaştırmak için iki farklı fonksiyon tanımlayacağız.
1.fonksiyon: Aşağıdaki şekli inceleyiniz.
Çemberi patinaj yaptırmadan sağa doğru ( ekseninin pozitif tarafına doğru) yuvarlayalım. Öyle ki çemberin üzerindeki O noktası yeniden  eksenine temas etsin (değsin). Yani çember eksen üzerinde ilk konumuna gelsin. Çemberin çevresi 2r birim uzunluğunda olduğundan, çemberin çevresi ile [0, 2r) aralığı arasında bire-bir ve örten bir fonksiyon vardır. Bu fonksiyon bir eşleme olup, bunu   ile gösterelim. Yani :  Ç  [0, 2r)  bir eşlemedir. Aralarında eşleme kurulan kümeler aynı sayıda eleman bulundurduklarından, çemberin üzerinde ne kadar nokta varsa [0, 2r) aralığında da o kadar nokta vardır diyebiliriz. Bu eşlemede örneğin, çemberin A(0,r) noktasının, eksenin ( noktası ile eşleneceğini kolaylıkla söyleyebiliriz.
********************Şekil***************
2.fonksiyon: Aşağıdaki şekli inceleyiniz.
    Bu sefer çemberin üzerindeki noktalarla  eksenindeki noktalar arasındaki eşleştirmeyi şöyle yapalım. Çemberin A noktasında bir doğru demeti düşünelim. Bu doğru demetinin her elemanının önce çemberi sonra da  eksenini keseceği çok açıktır. İkinci fonksiyonumuzu; A noktasından geçen doğruların çemberi kestiği noktayı,  eksenini kestiği noktayla eşlemesi biçiminde tanımlayalım ve bu fonksiyonu da  olarak adlandıralım. Bu şekilde çemberin “O” noktasını eksenin orijin noktası ile eşlemiş oluruz.  Daha sonra çember üzerinde ve “O” noktasının her iki tarafında bulunan çember yaylarının noktalarını aynı şekilde eşleyelim. A noktasına farklı taraflardan yaklaşıldıkça çembere ait noktaların giderek orijinden uzaklaşan eksen noktalarına eşlendiğine dikkat edelim. Bu şekilde A noktasına ister sağdan ister soldan yaklaşılsın, limit durumda, A noktasından geçecek doğrunun A noktasında çembere teğet olacağını ve   eksenine paralel olacağı için de   eksenini kesmeyeceğini biliyoruz. Yani çemberin A noktasını eksenin herhangi bir noktası ile eşleştiremeyiz. Yani A noktasını Ç den attıktan sonra kalan noktalar eksenle eşlenmiştir.  Yani   : Ç\{A}  olacaktır. Bu fonksiyon bire-birdir ama örten değildir. Bu sebeple de bir eşleme değildir. Ama bu fonksiyon kaynakça [21] sayfa 82 de geometrik ve hatta cebirsel bir eşleme olarak belirtilmiştir. Dolayısıyla kaynakça [21] de ki bu bir eşlemedir yargısı, maalesef doğru değildir. 
    Bu yargının yanlışlığını, aşağıdaki üç durumu incelediğimizde görebiliriz.
1.) Diyelim ki bu fonksiyon, yani bire-bir ve örtendir. Yani bir eşlemedir. O zaman, yukarıda 1.fonksiyon yardımıyla çemberin çevresi ile eşlenmiş olan [0, 2 Aralığı ile bütün eksen yani () =  eşleşmiş olacaktı. Yani  ile, ’nin bir alt kümesi olan [0, 2r) arasında bir eşleme ( bire-bir ve örten bir fonksiyon) kurulmuş olacaktır.  Oysa [0, 2   olduğundan bu imkânsızdır. Demek ki ’i bir eşleme değildir.
2.) Açılar konusunun sonunda, çemberde merkezcil açıları ifade ederken yapılan analizden, çemberin noktalarının boyutlu olduğu sonucunu elde etmiştik. Bu sonuca göre çemberin ardışık iki noktasının   ekseninde eşleştikleri noktalar ardışık olmazlar. Aralarında en az bir nokta vardır. Bu da bu fonksiyonun bire-bir olduğunu fakat örten olmadığını gösterir. Yani ’i kaynak [21] de belirtildiği gibi bir eşleme değildir.
3.) Çemberin  eksenini kestiği A noktasının, ’ninde eşlendiği bir nokta olmadığı için A noktasını çemberden çıkartalım. Diyelim ki  : Ç\{A}  fonksiyonu bire-bir ve örtendir. O zaman Ç\{A})= olacaktır. Şimdi A noktasının iki tarafındaki çember yaylarını  eksenine doğru eşit biçimde biraz açalım. Ve herhangi bir konumda duralım. Bu sefer çemberin noktaları ile  ekseninin noktaları arasında bire-bir eşlemeyi  ile yapalım. Bu halde ’ün görüntü kümesinin noktaları yukardaki  ’ninkine göre birbirine daha yakın olacaktır. ’ün değer kümesine G1 diyelim. Yani (Ç\{A}) = G1 dir. Yeniden çember yaylarını eşit olarak biraz açalım ve yeniden bire-bir eşlemeyi  ile yapalım. Bu fonksiyonun görüntü kümesindeki noktaların bir önceki duruma göre birbirine daha da yaklaştığını söyleyebiliriz.’ün değer kümesine G2 diyelim. Şimdi de (Ç\{A}) = G2G1  olacaktır. Bu işleme bu şekilde devam edersek, hem görüntü kümeleri giderek daralacak ve hem de çember yayları  eksenine çakışacaktır. Bu son durumda eşlemeyi yapan fonksiyona ’denirse, ’in görüntü kümesi ile değer kümesi aynı olacaktır. Buna Gn-2 dersek Gn-2 = (-) olacaktır. Ayrıca bu görüntü, değer kümeleri arasında (-) = Gn-2Gn-3Gn-4…   bağıntısı olacaktır. Bu ise bize ’nin örten olmadığını gösterir. Sonuç olarak  bir eşleme değildir. 
    Yapılan bu son üç analizden sonra bazı sonuçları çıkarabiliriz. 
·  Kaynakça [21] de ki fonksiyon bir eşleme değildir. 
· Yukarıda 1.) şıkkında yapılan eşleştirmede görüntü noktaları arasında en az bir nokta vardır.
· Herhangi bir çemberin noktaları ile herhangi bir doğrunun noktaları arasında bire-bir ve örten bir fonksiyon ( yani bir eşleme) tanımlanamaz.
· Herhangi bir doğruda herhangi bir çemberden fazla nokta bulunur.

*************** Şekil*****************



6.a İkinci dereceden bir bilinmeyenli fonksiyonlar ve denklemler
   Fonksiyonlar konusu matematiğin çok önemli, belki de en önemli konularından birisidir. Bu konudaki düşüncelerimizi yukarıda fonksiyonlar bölümünde ifade ettik. Ama konu başlığı olan 2.dereceden bir bilinmeyenli fonksiyonların ve denklemlerin orta öğretim matematik konuları içinde ayrı bir yeri ve önemi vardır. Bu konu daha bir iki yıl öncesine kadar 9. Sınıflarda okutuluyorken şimdi 10. Sınıflarda okutuluyor. Gelecekte kim bilir hangi sınıfta okutulacaktır.       
    Bu konu önemli bir konudur. Çünkü öğrencilerin ileriki öğrenimlerinde çok işlerine yarayan bir konudur. Ayrıca bu konu ile karşılaşıncaya kadar da, ciddi bir fonksiyon bilgisine ve denklem çözme becerisine de sahip olamıyorlar. Sadece fonksiyon kavramını, fonksiyonlarla bazı işlemleri yapmayı ve bazı fonksiyonların grafiğini çizmeyi biliyorlar. Bir de birinci dereceden bir ve iki bilinmeyenli denklemlerin basit olan tiplerini çözmeyi biliyorlar. 
    Bu konu öğrenciler için denebilir ki ilk ciddi konulardan. İkinci dereceden fonksiyonu ve grafiğini çizmeyi ve tanımlandığı kümelere bağlı olarak grafiğin daima adına parabol denilen bir eğri şeklinde olduğunu öğreniyorlar. Daha da önemlisi ikinci dereceden ve ikinci dereceye indirgenebilen daha üst dereceden bir bilinmeyenli çeşitli tipten denklemleri çözmeyi öğreniyorlar. Bu durum da onların tahsil hayatları boyunca işlerine çok yarıyor. Bu sebeplerle bu konu çok önemlidir.
    a, a, b, c olmak üzere en geniş anlamda  , (x) = a.x2+b.x+c biçiminde tanımlanan her fonksiyona 2. Dereceden bir bilinmeyenli fonksiyon denir. Bu fonksiyonun grafiği bir tür konik olan ve adına parabol dediğimiz  şeklinde bir eğridir. Tabii fonksiyonun hangi kümeler arasında olduğuna ve tanımına bağlı olarak bu , düzlemde değişik durumlar da olur. En çok ta açıklık yukarı doğru ya da aşağı doğru şekilde olur. Döndürülmüş ve ötelenmiş parabollerin incelenmesi ise daha üst sınıfların konusudur.
    Bu fonksiyonun grafiğinin  kat sayılarına bağlı olduğunu, her bir katsayının grafiğin analitik düzlemdeki yerini ve konumunu etkiledi çok açıktır. Örneğin  katsayısı işaretine göre açıklığın yönünü,  katsayısı ( yine ’nın işaretine bağlı olarak) tepe noktasının  eksenin hangi tarafında, negatif tarafında mı, pozitif tarafında mı bulunduğunu ve  katsayısı ise grafiğin  eksenini, eksenin neresinden keseceğini belirtir.

           biçiminde yazılabilir. Eğer   ve   denilirse 
  şekline gelir. Bu fonksiyonun   şeklinde olan grafiğinin açıklığı yukarı doğru iken  noktası grafiğin en alt (yani fonksiyonun en küçük değerini aldığı) noktadır. Benzer şekilde  nın açıklığı aşağı doğru iken de en büyük (fonksiyonun en büyük değeri aldığı)  noktadır. Grafiğin açıklık yönünü  katsayısı belirler. Eğer  ise açıklık yukarı doğru,  ise açıklık aşağı doğrudur. Ama a olduğunu unutmamalıyız. 


Kısaca belirtmek gerekirse;
  dır.
  dir.
Bu grafik  doğrusuna göre simetriktir. Bu doğrunun grafiği kestiği noktaya tepe noktası diyoruz. Aşağıdaki grafikleri inceleyiniz.

**************şekil ************************

    Bu fonksiyonun daima   eksenini bir noktada kestiğini biliyoruz. Ama aynı şeyi  ekseni için söyleyemeyiz. Bu eğrinin  eksenini kesip kesmeyeceğini, kesecekse bir noktada mı yoksa iki noktada mı keseceğini  denklemini sağlayan (yani köklerinin) niteliğine göre anlıyoruz. Şimdi bu köklerin ne olduğunu ve ne zaman real sayı olacaklarını araştıralım.


  = 0


 = 
  ,    
  ,    değerleri bulunur.  Bunları  ile gösterirsek
 ,    olacaktır.
Ancak bu köklerin bizim iyi bildiğimiz birer real sayı olmaları ancak, karekök içindeki ifadenin yani   işaretine bağlıdır.  ‘denkleminin köklerinin real olup olmadığını belirleyen ve yaygın olarak  ile gösterilen bu değere bu denklemin belirleyicisi (diskriminantı) diyoruz. 

Eğer;
 > 0 ise denklemin farklı iki real sayı kökü vardır. Bunlar  ,  
  olacaktır. Yani grafik  eksenini  ( , 0) ve ( , 0 ) noktalarında kısaca (   (  keser. 
Eğer  ise    olacak ve grafik  eksenini sadece ( noktasında kesecektir (teğet olacaktır)
Eğer  ise her iki kökte karmaşık sayıdır. Birçok kaynak bu durumda denklemin kökü yoktur diyor. Oysa iki farklı real olmayan kök vardır. Yani bu durumda kökler farklı karmaşık sayılardır.
Kısaca karmaşık (komplex) sayılara da değinelim. Karmaşık sayının tanımı şöyledir.  ve   olmak üzere  biçiminde yazılan sayılara karmaşık sayı diyoruz. Yaygın olarak  şeklinde gösterilir. Burada   sayısına karmaşık sayının gerçel(real) kısmı denir ve R(z) ile,  sayısına da karmaşık sayının sanal(imaginer) kısmı denir ve İm(z) ile gösterilir. Yani  R(z) = , İm(z) = , olup z = R(z)+İm(z). şeklinde de yazılır. Dikkat edilirse her gerçel (real) sayı sanal kısmı sıfır olan bir karmaşık sayıdır. Bu sebeple karmaşık sayılar kümesi gerçel (real) sayılar kümesini kapsar.  3+4,  12, -7,  . gibi sayılar birer karmaşık sayıdır. Ayrıca sanal kısımları eşit fakat ters işaretli iki karmaşık sayıya eşlenik sayılar diyoruz. Örneğin: 1-5i ile 1+5i sayıları ve 3+2i ile 3-2i de birbirinin eşleniğidir. Son olarak  şeklinde de gösterilir diyerek buraya noktayı koyalım.   Bu açıklamalardan sonra denklemimizin kökleri;
  ,     olacaktır. Karmaşık köklerin birbirinin eşleniği olduğu görünmektedir.  Bu sayılar  ve - in grafiklerinin tepe noktalarıdır.
    Yıllarca üniversiteye giriş için, giriş sınavlarına öğrenci yetiştirdim. Özellikle ÖSS, LYS, YGS, KPSS, gibi sınavlara hazırlanan öğrencilerin yukarıda değinilen soru tiplerinde, soruların doğru olup olmadığını, verilerin yeterli ve doğru olup olmadığını çoğunlukla hemen hiç düşünmeden çözüme geçtiklerini üzülerek gördüm. Doğrusu öğrencilere de kızamıyorum. Çünkü okullarımızda ispat hemen hemen hiç yapılmamaktadır. Öğrencililerin neredeyse tek bir hedefleri var, o da bir üniversiteye girmek. Ya da onların deyimiyle bir üniversiteye kapak atmaktır. Orta öğretimde hal böyle olunca da öğretmenler, ispat yapmak istese bile üniversiteye giriş sınavlarında ispat sorulmadığı için öğrenciler bunu istememektedirler. Birçok öğrenci ispat yapmayı vakit kaybı olarak görmektedir. Hatta çalıştığım bir özel fen lisesinde çok fazla ispat yaptığım için, velilerce okul yönetimine şikâyet edildim. Daha da ilginç olanı ise, bazı lise son sınıf öğrencilerinin konuyu bile öğrenmeden doğrudan soru çözümüne geçilmesini istemesidir. Hal böyle iken, artık öğrencinin düşünerek, sorgulayarak, analiz ve sentez yaparak, yorum yaparak, akıl yürütüp sonuçlar çıkararak çalışmasını istemek veya beklemek pek mümkün olamamaktadır. İstisnalar elbette ki vardır ama ne yazık ki orta öğretimde durum genelinde böyle. Zaten üniversite giriş sınavlarının sonuçları da bunları doğrulamaktadır. 






5.İŞLEM
    Orta öğretim matematiğinde yer alan önemli bir konu da işlemdir. İşlem denildiğinde birçok kimsenin aklına hemen toplama, çıkarma, çarpma ve bölme işlemlerinin geldiğini biliyorum. Evet, bunların her biri birer ikili işlemdir. Fakat bunlardan daha çok sayıda hatta sayısız işlem vardır diyebiliriz. Bazen günlük hayatta çok kullandığımız bu dört işleme “adi” işlemler dendiği de olur. İşlemler yaygın olarak ; ,   gibi şekillerle gösterilirler. 
    İşlem konusu bize dört işlemle birlikte daha fazla işlem tanımlama ve kullanma olanağı vermektedir. Bu bakımdan çok önemlidir. Her zaman olduğu gibi biz yine bu konuda yaşanan farklılıkları, tutarsızlıkları ve dikkatsizlikleri ortaya koymaya çalışacağız. Öncelikle işlemin farklı kaynaklardaki tanımından birkaç örnek verelim.
    Tanım1:, boş olmayan bir küme olsun. f:x olan fonksiyona  kümesi üzerinde ikili işlem denir[8].
    Tanım2: A boş olmayan bir küme olsun. AxA nün boş olmayan herhangi bir alt kümesinden A ya tanımlanan her fonksiyona A da “ikili işlem” veya kısaca “işlem” denir[7].
    Tanım3:A,B ve C boş olmayan üç küme olsun. AxB nün bir alt kümesinden C ye tanımlı her fonksiyona, ikili işlem (veya işlem) denir. Eğer fonksiyon AxA’nın bir alt kümesinden A ya tanımlanırsa, buna A da ikili işlem denir[20].
    Tanım4: AB ve A olmak üzere, A ve B kümeleri verilmiş olsun.
AxA dan B ye tanımlanan bir f fonksiyonuna, ikili işlem ( ya da kısaca işlem) denir[15].
    Tanım5: A olmak üzere, AxA nın bir  alt kümesinden, A ya tanımlanan her fonksiyona, A da bir ikili işlem veya işlem denir[2].
    Tanım6: Let A be a set. We call a function from AxA to A a (binary) operation on A. In this case we also say that the set is closed under the operation [3]. 
    Bu tanım6’nın Türkçesi: “A bir küme olsun. AxA dan A’ya olan bir fonksiyona A da bir ikili işlem diyoruz. Bu halde kümenin daima işlem altında kapalı olduğunu söyleyebiliriz” şeklindedir. 
    Şimdi ilgili kaynaktan aynen verilen bu altı tanım arasında herhangi bir fark olmadığını söyleyebilir miyiz? Hayır. En azından çok küçük farklar var. Bu farkların önemli mi yoksa önemsiz mi olduğunu siz sayın okuyuculara bırakıyoruz. Ama biz çok daha önemli olan bir başka hususa değineceğiz. 
    İncelendiğinde, işlem konusunu anlatan tüm kaynakların istisnasız olarak işlemin özelliklerini de anlattıklarını görürüz. Bu özelliklerden birisi de bilindiği gibi kapalılık özelliğidir. İlk beş tanımı veren her kaynak istisnasız kapalılık özelliğinin matematiksel tanımını da vermiş ve bazıları bunun hemen ardından, bir kümede bir ikili işlem vererek, kümenin bu işleme göre kapalı olup olmadığını test etmiştir. Bu son gayret ne yazık ki boşunadır. Çünkü ,  üzerinde bir ikili işlem ise;   x  olduğundan, tanıma göre zaten her  için   olacaktır. 
    Kapalılık özelliğinin varlığını test etmek, zaten var olan bir durumun varlığını yeniden araştırmak demektir. Bunun ne anlamı vardır? Aralarında küçük farklar olsa da, yukarıda verilen ilk beş tanım zaten her kümenin; kendi üzerinde tanımlı olan bir işleme göre kapalı olduğunu açık açık söylemektedir. Eğer işlem, verilen küme üzerinde tanımlanmamışsa, o zaman kapalılık özelliğinin varlığını araştırmak çok daha anlamlı olacaktır. Yoksa bir küme ve bu küme üzerinde tanımlı bir ikili işlem için kapalılığı araştırmak doğru değildir, anlamlı da değildir. Böyle bir araştırmayı yapmak işlemin anlamını ve tanımını bilmemek demektir.      
    Dikkat edilirse sadece tanım6’da: “Bu halde kümenin daima işlem altında kapalı olduğunu söyleyebiliriz” denilmektedir. Demek ki diğer bazı kaynakların bazı yazarları da maalesef işlem kavramını tam olarak kavrayamamışlardır. 
    Diğer taraftan İşlemin; elemanları sayılar, vektörler, matrisler, determinantlar kümeler olan kümeler üzerinde tanımlanmasının daha doğru olabileceğini; ayrıca, her kümenin kendi üzerinde tanımlı olan işleme göre daima kapalı olacağını da unutmamalıyız.




6.SÜREKLİLİK-SÜREKSİZLİK
    Matematiğin önemli konularından birisi de fonksiyonlarda sürekliliktir. Fonksiyonların süreklilik durumu; noktada süreklilik, bir aralıkta veya kümede süreklilik, bir bölgede süreklilik olmak üzere çeşitli şekillerde incelenmektedir. Bir fonksiyonun tanım kümesinin herhangi bir noktasında sürekli olması için; fonksiyonun o noktadaki sağ ve sol limitlerinin var olması ve birbirine eşit olması ayrıca bir real (gerçel) sayı olması gereken bu limit değerinin, fonksiyonun o noktadaki değerine eşit olması gerekir. Bir fonksiyon bir noktada sürekli değilse o noktada süreksizdir. Eğer fonksiyon tanım kümesinin her noktasında sürekli ise, o kümede süreklidir. Şimdi de fonksiyonların sürekliliğinin matematiksel tanımını verelim.              
: Real sayılar kümesini göstersin., ve  olmak üzere  bir fonksiyon olsun. ’in bir  noktasında sürekli olması için  eşitliğinin sağlanması lazımdır. Eğer  durumu söz konusu ise, o zaman fonksiyonun       noktasın da süreksiz olduğunu söyleriz. . Olsunlar. Eğer  ise fonksiyon  noktasında sağdan sürekli,  ise fonksiyon  noktasında soldan süreklidir diyoruz. Bu tanımlara ilişkin grafikler aşağıda verilmiştir.

********* Buraya söz konusu grafikler konulacak**************

    Grafikleri bir iletken kablo gibi düşündüğümüzde, bu grafiklerden sadece sürekli olanının bir sinyali veya akımı ileteceğini, süreksiz olanın ise iletmeyeceğini söyleyebiliriz. Bu bize grafikteki bir noktanın eksikliğinin ne kadar önemli olduğunu göstermektedir. Eğer nokta gerçekten boyutsuz ise, eksikliği neden sinyal veya akım iletiminin kesilmesine sebep olsun ki? O zaman noktanın boyutlu olduğunu söylememiz yanlış olabilir mi?  
Nokta başlıklı yazıda bu hususa uzun uzun değinilmiştir. Ancak noktanın boyutunun ölçülmesi tabii ki bizim işimiz değildir.








7.ÖLÇÜM SONUÇLARI İRRASYONEL SAYI OLAMAZ
    İrrasyonel sayıların (akla, mantığa uymayan sayıların), sayılar dünyasında çok ayrı bir yeri olduğunu biliyoruz. Bu sayılardan önemli olan bazıları  (pi), e sayısı,,  dir. İrrasyonel sayılar kümesi sonsuz elemanlıdır. Bu küme toplama, çıkarma, çarpma ve bölme işlemlerine göre kapalı değildir. Bu kümenin hiçbir elemanın;   birer tam sayı ve 0 olmak üzere    şeklinde yazamayız. Yine bu sayıların ondalık açılımları devirli değildir. Örneğin  sayısı virgülden sonra bir milyonuncu basamağa kadar hesaplanmış ve bir milyonuncu basamağın “1” olduğu görülmüştür[6]. Günümüzde bilgisayarlardan da yararlanılarak belki çok fazla basamağa kadar hesaplama mümkündür. Ancak belli bir devire ulaşılamayacağı bilinmektedir. Hani ömür biter hesaplama bitmez türünden bir özellik. Dolayısıyla bu özellikteki bir sayınında herhangi bir ölçümün sonucu olamayacağı çok açıktır.
    Ölçüm hassasiyeti, yöntemi ve biçimi ne olursa olsun, hiçbir ölçümün sonucu irrasyonel bir sayı olamaz. İrrasyonel sayılar ancak hesaplamalar sonucunda elde edilebilirler. Bu sebeple; testlerde ve ders kitaplarında sıkça rastlanılan ve verileri arasında irrasyonel sayı bulunan birçok sorunun yanlış olduğunu söyleyebiliriz. Aşağıda değişik kaynaklardan ve değişik konuları içeren özellikle de geometride 30 soru örneği verilmiştir. Hemen hemen her kaynakta böyle soruya rastlamak mümkündür. Bu şekilde hazırlanmış soruların kurgusu yanlış olduğundan, böyle soruları dikkatsiz davranıp çözmek te yanlış olacaktır.  

Örnek7.1: Şekildeki ABC dik üçgeninde;
               [AB][AC], [AH][BC],
               < ve = 2 
               İse ACB açısının ölçüsü kaç derecedir?[5] (sy 63)
Örnek7.2: Yandaki şekildeki; ABC ikizkenar dik üçgeninde;
                  [EF]//[AC], [DF]//[AB] ve = 15 cm ise
                   AEFD dörtgeninin çevresi kaç cm’dir?[5] (sy 83)
Örnek7.3:Yandaki şekilde;[AD][DE], [CE][DE], m() =450 
                   =  cm ve = 4 cm olduğuna göre, 
                     kaç cm’dir?[5](sy 85)

Örnek7.4:Yandaki şekilde; [AF][BD],
                   [AE][CD], m() = 450,
                  =  =  cm ve = = 6 cm
                   Olduğuna göre, kaç cm’dir?[5](sy87)
Örnek7.5: Yandaki şekilde; [AB][AC],
                    = =, = 6 cm
                    Ve  = 3 cm ise 
                    + + kaç cm2’dir?[5](sy 114)
  
Örnek7.6: P, ABC ikizkenar dik üçgeninin
                    İç bölgesinde bir nokta,
                    = 2 cm, = 1 cm ve
                   =  cm olduğuna göre,
                    APB açısının ölçüsünü bulunuz.[5](sf 118)

Örnek7.7: Yandaki şekilde; [AB][AC], [AH][BC],
                    = 2 cm ve  = 3 cm 
                    Olduğuna göre,   kaç cm’dir?[5](sy 122)

Örnek7.8:Yandaki ABC dik üçgeninde; m() = 900,
                    [AH][BC],  = 2 cm ve 
                     = 8 cm olduğuna göre, , ve
                     uzunluklarını bulunuz.[5](sy122)
Örnek7.9: Yandaki ABC üçgeninde; IABI<IACI,
                     =  = 7 cm, =  cm,
                    ve ABC üçgeninin çevresi 34 cm ise  
                     = x kaç cm’dir?[5](sy 124)
 Örnek7.10:Yandaki şekilde; ,
                      ,  = 8 cm ve
                       = 2 cm ise  = x kaç cm’dir?[5](sy124)

 Örnek7.11: ABC eşkenar üçgen,
                       KMBC dir.  = 12 cm,
                       = 8 cm ise,  kaç cm’dir?[11]
                       A)20        B)22      C)24        D)26          E)28  (sy34)
Örnek7.12: Alanı 49 cm2 olan bir eşkenar üçgenin çevresi kaç cm’dir?[11]
                       A)21        B)35       C)39        D)42         E)51  (sy35)
Örnek7.13: Şekilde, AN//BE,  = 10 cm,
                      m()= 600,  = 6 cm’dir.
                        A(ABC) kaç cm2’dir?[11](sy39)
                        A)50        B)45         C)40        D)35          E)32
Örnek7.14:ABC ikizkenar üçgeninde  = 3.’dir. Bu üçgenin eş kenarlarından birine ait yükseklik  cm olduğuna göre, çevresi kaç cm olur?[11](sy39)
                       A)32         B)35         C)36         D)40          E)42
Örnek7.15:ABC eşkenar üçgen, KLBC dir. 
                     ve  = 6 cm ise,
                      kaç cm’dir?[11](sy39)
                       A)         B)2             C)2       D)        E)
Örnek7.16:Alanı 18 cm2 olan eşkenar üçgenin çevresi kaç cm’dir?[11](sy40)
                       A)18      B)27     C)18     D)24        E)16 
Örnek7.17: ABC üçgeninde,  =  cm,
                       = 2 cm ise  kaç cm’dir?[11] (sy44)
                      A)4          B)4             C)2       D)3      E)5

Örnek7.18:ABC dik üçgeninde m() = 900’dir b =10 cm, c = 2 cm ise,
                     Hipotenüse ait kenarortayın uzunluğu Va kaç cm’dir?[11](sf45)
                     A)4           B)6               C)8               D)9             E)12

Örnek7.19:ABC dik üçgen, [AH] yükseklik,  = 3,
                      = 7 cm ise  =x kaç cm’dir?[11](sf46)
                     A)           B)2          C) 2            D)2           E) 3
 Örnek7.20: Şekilde, AHBC, m = 450 ,  = 8 cm,
                       = 6 cm ise,  kaç cm’dir?[11](sy46)
                      A)6         B)6           C)10         D)8               E)10
Örnek7.21:  ve  dik açılar,  = 11 cm,  = 7 cm,
                     =  ise  kaç cm’dir?[11] (sy74)
                     A)4             B)6            C)3              D)2           E)6

Örnek7.22:ABC bir üçgen; E,F,P noktaları kenarlar üzerinde,
                    FPEA bir paralelkenardır.  = 2 birim,
                     =  birim,  =  birimdir. 
                   Verilenlere göre,  kaç birimdir?(ÖYS-1988)[11] (sy92)
                    A)1            B)2             C)               D)                E)

Örnek7.23:ABCD bir kare. IABI = 5 cm, 
                     m= 150 ise kaç cm’dir?[11](sy100)
                     A)8            B)9               C)10              D)11               E)12

Örnek7.24:ABCD eşkenar dörtgeninde
                    m = 3.m’dır. A(ABCD) = 50 cm2 
                    olduğuna göre,  kaç cm’dir?[11] (sy107)
                    A)5            B)5           C)7             D)10                 E)6
Örnek7.25: ABCD dikdörtgendir. Dikdörtgenin içindeki
                     bir  O noktası için = 3,  = 3,
                    = 2 birim ise,  = x kaç birimdir?[11](sy122)
                    A)2            B)4           C)3           D)4,5                 E)5
Örnek7.26:PA çembere A da teğettir.  = 2 cm ve 
                     çemberin yarıçapı 2 cm’dir. Çemberin değişen
                     bir noktası K ise, nın alabileceği
                    en büyük değer kaç cm’dir?[11](sy132)
                    A)9                B)10               C)11           D)12                 E)13
Örnek7.27:Tüm alanı 36 cm2 olan düzgün dörtyüzlünün hacmi kaç cm3 tür?[11](sy188)
                    A)18            B)18           C) 18           D)36                E)72

Örnek7.28::Şekildeki P düzlemi, AB doğru parçasının orta dikme düzlemi ve CP, DP, NP dir.  = 12-4 ,  = 10-  veriliyor. Buna göre,  kaçtır?[26](sy29)

Örnek7.29:Ölçek açısının ölçüsü  olan, P ve E düzlemleri veriliyor. E düzleminde bulunan ABCD karesinin bir kenarı 2 cm ve bu karenin P düzlemindeki dik izdüşümünün alanı 6 cm2 veriliyor. Buna göre,  kaç derecedir?[26](sy45)

Örnek7.30:Bir dikdörtgenler prizmasının farklı üç yüzünün köşegenlerinin uzunlukları ,  ve  birim ise, cisim köşegeninin uzunluğunu ve tüm alanını bulunuz[26].(sy62)
*************Yukarıdaki şekilli soruların şekilleri konacaktır************




8.PERMÜTASYON
    Genel olarak, çeşitli harf, rakam, eşya, kişi, olay, durum ve benzeri şeylerin birbirinden farklı olmak şartı ile kendi aralarında değişik şekillerde dizilmelerine permütasyon diyoruz. Permütasyonda diziliş sırası çok önemlidir. Bu kavram daha bilimsel olarak hemen bütün kaynaklarda birbirine çok benzer şekillerde tanımlanmaktadır. Bunlardan birisi; Sonlu elemanlı bir kümeden kendisine bire bir ve örten her fonksiyona, o kümenin bir permütasyonu denir(26). Bu tanıma denk diğer bir tanımda; Sonlu n elemanlı bir A kümesinin elemanlarının birbirinden farklı her sıralanışına (dizilişine) A kümesinin bir permütasyonu denir. Tanımlardan da anlaşılacağı üzere her permütasyon bir fonksiyondur. Bu sebeple; birim permütasyonun ve bir permütasyonun tersinin varlığını, permütasyonlarda bileşke işleminin uygulanabildiğini ve bir A kümesinin bütün permütasyonlarının kümesinin bileşke işlemine göre bir grup olduğunu söyleyebiliriz. Ayrıca; n elemanlı bir kümenin rn olmak üzere r-li permütasyonlarının sayısının: n.(n-1).(n-2)…(n-r+1) =  = P(n,r)  yolu ile hesaplandığını biliyoruz. Son olarak dönel (dairesel) permütasyon ve tekrarlı permütasyon türlerinin bulunduğunu da söyleyelim. 

    Ancak biz her zaman olduğu gibi yine bu konuda karşılaştığımız ve bizce hata olan durumlara değineceğiz. 

    Örnek8.1: A ={1, 2, 3, 4, 5} kümesinin elemanları ile rakamları tekrarsız üç basamaklı kaç doğal sayı yazılabilir?
A)3               B) 15               C) 60              D)120                E)15625 
    Çözüm: (Yaygın olarak kullanılan çözüm yolu) Üç basamaklı sayının yüzler basamağına 5 farklı rakamdan birini yazabiliriz. Kalan 4 rakamdan birisini onlar basamağına 4 farklı şekilde yazabiliriz. Çünkü bir rakam yüzler basamağında kullanıldı ve yüzler basamağına yazılan rakamı tekrar kullanamayız. Birler basamağına da kalan 3 rakamdan birisini 3 farklı şekilde yazabiliriz. Böylece saymada çarpma ilkesine göre istenen üç basamaklı bütün sayıların sayısı: 5.4.3 = 60 olacaktır. Doğru cevap C seçeneğidir. Hemen tüm kaynaklarda bu tip sorular bu biçimde çözülmektedir. Ancak bu çözüm yanlıştır. Eğer bu 60 sayıyı üşenmeden alt alta yazarsak, 12 tanesinin soldan ilk rakamının 1, 12 tanesinin soldan ilk rakamının 2, 12 tanesinin soldan ilk rakamının 3, 12 tanesinin soldan ilk rakamının 4 ve 12 tanesinin soldan ilk rakamının 5 olduğunu görürüz. Benzer şekilde; her bir rakamın 12 kez soldan 2. basamakta ve 12 kez de soldan 3. basamakta yer aldığı görülecektir. Oysa istenen sayının yazımında kullanılması için verilen rakamlar bir kümenin elemanları olarak verilmiştir ve yaygın kabule göre, her elemandan kümede sadece bir tane bulunmaktadır. Bir adet olan her bir rakam, nasıl olurda 12 kez kullanılabilir? Ayrıca veriler küme elemanı olduğu için, neden “tekrarsız” denilerek, gereksiz bir uyarı verilmiştir. Eğer bir rakam bir sayının yazımında kullanıldıktan sonra buradan alınıp diğer bir sayıda yeniden kullanılıyorsa, o zaman da ortada 60 adet sayı olmayacaktır. 
    Eğer ille de örnekteki anlamda bir soru sorulacaksa bunun: “elimizde 1, 2, 3, 4 ve 5 rakamlarının her birinden yeterli sayıda bulunmaktadır. Bu rakamlardan istenilen sayılarda kullanılarak üç basamaklı, rakamları birbirinden farklı kaç farklı sayı yazılabilir?” şeklinde olması daha iyi olacaktır.
    Örnek8.2: A ={ 1, 2, 3, 4, 5} kümesinin elemanları ile üç basamaklı kaç doğal sayı yazılabilir?
    Çözüm: (Yaygın olarak kullanılan çözüm şekli) Bu üç basamaklı sayının soldan ilk basamağına 5 farklı rakam yazabiliriz. İkinci basamağa da yine 5 farklı sayı yazılabilir. Aynı şekilde son basamağa da 5 farklı sayı yazılır. Saymanın çarpma ilkesine göre 5.5.5 =125 tane farklı sayı yazılır. Bu çözüm yanlıştır. Çünkü yazmamız istenen sayıyı yazacağımız rakamlar bir kümenin elemanları olarak verilmiştir. Ve yaygın kabule göre, (ben katılmıyorum) kümede her elemandan sadece bir tane vardır. Dolayısıyla da 125 tane sayı yazamayız. Eğer bu 125 sayıyı alt alta listeleyebilirsek, “1” rakamının bu sayıların 25 tanesinin ilk basamağında, 25 tanesinin ikinci basamağında ve 25 tanesinin son basamağında bulunduğunu görürüz. Aynı şekilde “2”, “3”, “4”, “5” rakamlarının da her basamakta 25’er kez bulunduğunu görürüz.  Eğer her rakamı böyle istediğiniz kadar kullanabilirsek, o zaman s(A) = 5 eşitliği doğru olmayacaktır. Yok, eğer bu 125 sayıyı alt alta listeleyemiyorsak; o zaman örneğin “1” rakamını bir sayının yazımında kullandıktan sonra onda alıp, yeni bir sayının yazımında kullanıyoruz demektir. 
    “1” için yaptığımızı diğer her bir rakam için de yapıyoruz demektir. O zaman da orta 125 tane sayı olmayacaktır. Eğer; bir denilen “1” sembolünü ben şimdiye kadar çok kullandım. Hatta hemen herkes benim gibi ihtiyaç duydukça kullanıyor. Çünkü bedava. Bu “1”leri nereden alıyoruz bilmiyorum ama sayısında herhangi bir azalma da olmuyor galiba! Belki de tüm insanlar gece gündüz durmadan “1” rakamını yazsalar yine de asırlarca bitmez gibi. “1” den bol ne var diye düşünülüyorsa, o zaman sorunun doğru kurgulanmasına özen göstermek gereklidir. 
     Ama ille de bu tarz bir soru sorulacaksa rakamlar, küme elemanı olarak değil de “ Elimizde 1, 2, 3, 4 ve 5 rakamlarının her birinden yeterli sayıda bulunmaktadır. Bu rakamlardan kullanılarak üç basamaklı kaç sayı yazılabilir?” şeklinde sormak daha uygun olacaktır. İşte burada her rakamı tükenmez, sanal dünya hazinenin bir malı olarak istediğiniz kadar kullanabilirsiniz. 

    Aşağıdaki örnekler farklı yıllarda ÖSYM(Öğrenci Seçme ve Yerleştirme Merkezi) tarafından çeşitli sınavlarda sorulan sorulardan seçilmiştir.
    Örnek8.3: {1, 2, 3, 4} kümesinin elemanlarıyla, en az iki basamağındaki rakamı aynı olan üç basamaklı kaç sayı yazılabilir? (2006-ÖSS Mat1)
    Örnek8.4: {0, 1, 2, 3, 4, 5} kümesinin elemanlarından 5 in tam katı olan üç rakamlı ve rakamları tekrarsız, farklı kaç sayı yazılabilir? (1978-ÜSS)
    Örnek8.5: 1, 2, 3, 4 ve 5 rakamları kullanılarak yazılabilen, rakamları tekrarlı veya tekrarsız tüm iki basamaklı tek sayıların toplamı kaçtır? (2003-ÖSS)



9.OLASILIK
    Olasılık teorisi, matematikten çok istatistiğin ilgi alanına girmektedir. Benim üniversiteyi okuduğum yıllarda hem matematik bölümlerinde hem de istatistik bölümlerinde zorunlu ders olarak okutulmakta idi. Olasılık teorisi ve uygulamaları, öğrencilerin en fazla zorlandığı derslerden birisidir. Bu ders kapsamında deney, örnek uzay, olay, ayrık olaylar, kesin olay, olanaksız olay, olasılık aksiyomları, olasılık fonksiyonu, eş olumlu örnek uzay, olasılık hesabı, şartlı olasılık, beklenen değer, variyans analizi, hipotez testleri gibi hususlarla birlikte, konuya ilişkin birçok tanım, teoremler ve bunların ispatları verilmektedir.
    Sonucu kesin olarak önceden kestirilemeyen herhangi bir işleme (operasyona) deney, bir deneyin sonucunda ortaya çıkması mümkün (olası) olan her bir sonuca çıktı (sonuç) denilmektedir. Herhangi bir deneye ilişkin tüm sonuçların oluşturduğu kümeye bu deneyin örnek uzayı (örneklem uzay) ve örnek uzayın her alt kümesine de olay deniyor[28]. 
    Klasik olarak olasılık, kesin olmayan yani tesadüfi ( rastlantı) olaylarla ilgilenir. Bu olayların sonuçları önceden bilinemez, şansa bağlıdır. Bu bakımdan olasılık, bir olayın gerçekleşme şansının sayısal ifadesi olarak da tanımlanır. Ayrıca olasılığın en yaygın olarak bilinen çok temel bir tanımı da,  şeklindedir. Bunların dışında fonksiyon olarak da tanımı vardır. 
   Olasılık fonksiyonunun tanımı ve sağladığı özellikler hemen her kaynakta bulunabilir. Biz daha çok olasılık hesaplamalarında düşülen hatalar ve farklı yaklaşımlar üzerinde duracağız. Özellikle iki ya da daha fazla birbirinden farklı nesnelerin havaya atılması denemelerine ilişkin olasılık hesaplamalarında örneklem uzayın bulunması, dolayısıyla olasılık hesabı çok önemlidir. Olasılık hesaplamaları; kişilerin olaylara bakış açılarına, konu ile ilgili bilgi ve yaklaşımlarına göre farklılık gösterebilir. Bu bakımdan aşağıda verilen örnekleri dikkatle inceleyelim.
    Örnek9.1: İkisi de aynı olan, beyaz ve aynı maddeden yapılmış bir çift hilesiz zar hava atılıyor. Atılan zarların üst yüzlerindeki sayılar toplamının 3 olması olasılığı kaçtır? 
Bu ve benzeri sorular, orta öğretim birçok matematik kitabında aşağıdaki gibi düşünülerek çözülmektedir.
    Çözüm9.1: Birinci kabul edilen zardaki sayılar x ile ikinci kabul edilen zardaki sayıları y ile gösterirsek 1x 6 ve 1y6 olacaktır. Ayrıca bu deneye ilişkin örneklem uzayı E ile gösterirsek E = {( x, y): 1x6, 1y6 } olarak yazılabilir. Elemanları sıralı çiftlerden oluşan bu E={( 1, 1), ( 1, 2),( 1,3),…,( 1, 6), ( 2, 1), ( 2, 2),…, ( 6, 6)} şeklinde olup, s(E)=6.6 =36’dır. Bu örneklem uzay eş olumlu ( yani her bir noktasının olasılığı bir birine eşit) olduğundan bir elemanının olasılığı 1/36’dır. Üste gelen sayılar toplamının 3 olması olayını A ile gösterirsek,  A={(1, 2),(2, 1 )} olacaktır. Ve istenen üste gelen sayılar toplamının 3 olması olasılığı da P(A) =  =  = olacaktır. Bu ve benzeri soruların çözümü birçok kaynak kitapta burada yapıldığı gibi yapılmaktadır. Eğer, atılan her iki zarın da aynı olduğunu ve hangisinin birinci, hangisinin ikinci zar seçilmiş olmasının önemli olmadığını; yani sıralı ikililerdeki sıranın önemli olmadığını kabul edersek o zaman yukarıdaki çözüm yanlış olacaktır. Ayrıca; örnek uzayın {1, 2, 3, 4, 5, 6} kümesinin kendi kendisi ile Kartezyen ( dik ) çarpımı yolu ile bulunduğuna, ancak aynı olan (1, 2) ile (2, 1) , (1, 3) ile (3, 1),…, (6, 5) ile (5, 6)  sıralı ikililerden yalnız birisinin örneklem uzaya alınması halinde s(E) = 21 ve s(A) = 1 olacak ve istenen olasılıkta 1/21 olacaktır. Görüldüğü gibi yaklaşım farkı, sonucu değiştiriyor. Ancak tabii ki bu durum da tartışılabilir. Şimdi aynı soruyu; atılan zarlardan birinin mavi diğerinin sarı olması durumunda cevaplayalım. 
    Örnek9.2: Birisi mavi diğeri sarı olan iki hilesiz zar havaya atılıyor. Üste gelen sayılar toplamının 3 olması olasılığı kaçtır? 
    Çözüm9.2: Harfler rengi, indiste o renkte gelen sayıyı göstersin. O zaman M = { m1, m2, m3, m4, m5, m6 } ve S = { s1, s2, s3, s4, s5, s6 } olacaktır. Burada örnek uzay ne M x S kümesi ne de S x M kümesidir.  Örneklem uzay E = ( M x S)U( S x M) dür. s(E) = 6.6.2 =72’dir. Bu deneye ilişkin istenen olayın kümesine A dersek A={ (m1, s2),(m2, s1),(s1, m2),(s2, m1)} şeklinde dört elemanlı olacaktır. Çünkü hangi zarı birinci seçtiğimiz önemlidir. Bu durumda istenen olayın olasılığı yine P(A) = =  =  =  bulunur. Eğer örnek uzay M x S ya da S x M olarak alınsaydı, olay küme de ya A={ (m1, s2),(m2, s1)}  ya da A={(s1, m2),(s2, m1)}  olacak ve istenen olasılık ta yukarıdaki formülle yine 1/18 bulunacaktı. Bulunan bu sonuç doğru fakat yaklaşım yanlış olacaktı. Gerçi her iki şekilde de sonuç değişmiyor ama yine de doğru işlem yapmak adına örneklem uzayın doğru belirlenmiş olması önemlidir. O halde iki ya da daha çok farklı cismin havaya atılması deneylerine ilişkin olasılık sorularının çözümünde, deneyde kullanılan nesnelerin aynı ya da farklı olması ve özellikle örneklem uzayın oluşumu çok önemlidir. Örneklem uzayın bulunması için Kartezyen çarpımları alınan kümelerin kendi aralarında yer değiştirmeleri de dikkate alınmalıdır.
    Örneklem uzayın eleman sayısının bulunmasında izlenen yaygın yol, atılan cisimlerin farklı yüz sayılarının oluşturduğu kümelerin Kartezyen çarpımının eleman sayısının bulunması şeklindedir. Bu hesaplama şekli; hangi cismin ilk sırada, hangisinin ikinci sırada seçilmiş olduğunun önemli olduğu durumlarda yanlış olacaktır. Örneğin bir normal zar ile bir normal metal para atılması deneyine ilişkin örneklem uzay E ise yaygın olarak s(E)= 2.6 =12 bulunur. Oysa seçim sırası dikkate alınırsa s(E) = 2.6.2 =24 olmalıdır.  Örneğin, bir hilesiz normal para, bir hilesiz normal zar ve bir hilesiz düzgün dörtyüzlü birlikte atılırlarsa örnek uzay s(E) = 2.6.4.3! = 288 olacaktır. Son olarak; bir yüzünde 1, iki yüzünde 2, üç yüzünde 3 yazılı olan normal hilesiz bir zarla, iki yüzünde 1, iki yüzünde 2 ve iki yüzünde de 3 yazılı olan normal hilesiz bir zarı birlikte atarsak, örnek uzay s(E) =3.3 =9 elemanlı olacaktır. Ama bu zarların aynı renkte bile olsa farklı olduklarını kabul ettiğimizde ya da farklı renkte olmaları halinde s(E) farklılaşacaktır. Tabii ki farktan ne anladığımıza, neyi kastettiğimize bağlı olarak olasılık hesabı değişecektir.
    Örnek9.3: Üçü erkek, ikisi kız olan 5 kişilik bir gruptan rastgele seçilen bir kişinin kız olması olasılığı kaçtır? 
    Çözüm9.3.1: Birçok kaynakta buna benzer çok soruya rastlayabilirsiniz. Bu soruların hemen hepsinin çözümü de aşağıdaki gibi yapılmaktadır. Örneklem uzay E ile gösterilirse, E ={k1,  k2, e1, e2, e3} olacaktır. Seçilen bir kişinin kız olması olayı A ise,     A = {k1, k2} olacaktır. Buna göre, s(E) = 5 ve s(A) = 2’dir. İstenen olasılıkta P(A) = = olacaktır. Bu çözüm çok yaygın kullanılan bir çözüm şekli olduğundan, birçok arkadaş bunda herhangi bir yanlışlık muhtemelen görmemektedir. Oysa istenen olasılık cinsiyete bağlıdır. Bu bakımdan örneklem uzay ve olay kümelerinin yazılışı burada verilen şekilde olmamalıdır. Aşağıdaki çözüm2’yi inceleyiniz.
    Çözüm9.3.2: Oysa bu soruya ait örneklem uzayın E = {k, k, e, e, e} şeklinde, sadece cinsiyetler dikkate alınarak yazılmış olması gerekir. ( Bu yaklaşımda, kızların kendi aralarındaki farklılığının ve erkeklerin kendi aralarındaki farklılığının, bu soruda istenilene bağlı olarak dikkate alınmadığını söyleyebiliriz. Ama bu farklılıkların daima varlığı diğer zamanlarda asla unutulmamalıdır.)  Çünkü bizi seçilen kişinin cinsiyeti ilgilendirmektedir. Önemli olanın cinsiyet olduğu bir durumla karşı karşıyayız. Bu sebeple aynı cinsiyetten olanların aynı harfle gösterilmesi daha doğru olacaktır. Seçilen bir kişinin kız olması olayını A ile gösterirsek, A = {k, k} şeklinde olmalıdır. Ve istenen olasılıkta P(A) =  =   olacaktır. Görüldüğü gibi sonuç aynı, ama yaklaşım farklıdır. Bu çözümdeki sakınca da, aynı elemanın kümede yalnız bir kez yazılması yaygın kuralına aykırı olarak E ve A kümelerinin yazılmasıdır. Bu durum bence sakıncalı değildir. Ancak birçok kaynak ve kişinin bu hususu kendilerince haklı gerekçelerle doğru bulmayacağını biliyorum. Yukarıda kümelerle ilgili yazıda bu hususun epeyce tartışma konusu yapıldığını söylemekle yetinerek yeni bir çözüme geçelim.  Şimdi Çözüm3’ü inceleyelim.
    Çözüm9.3.3: Gerçek hayatta; insanlar arasında aynı cinsiyette, aynı yaşta, aynı sınıfta, aynı kiloda, aynı okuldan olmak vs. gibi ortak yanlar bulunsa da, çoğunlukla insanların birbirinden fiziksel, ruhsal, eğitimsel ve kişisel vs. yönden çok çok farklı olduklarını biliyoruz. Bu sebeple; gruptaki kızların birbirinden farklı, erkekler birbirinden farklı olduklarını mutlaka dikkate almalıyız. Adını ve sanını bilmediğimiz bu hayali insanlarla {k1, k2, e1, e2, e3}  harf kümesinin elemanları arasında uygun bire-bir, bir eşlem yaparak: kızları k1, k2 ile ve erkekleri de aynı şekilde e1, e2, e3 ile gösterebiliriz. O zaman bu deneye ilişkin örneklem uzay olan E kümesi, E = {k1, k2, e1, e2, e3}  şeklinde olacaktır. Eş olumlu bu örneklem uzayında P(k1) = P(k2) = P(e1) = P(e2) = P(e3) =    olduğundan, seçilen bir kişinin kız olması olayının olasılığı da; P(k1) + P(k2) =  +  =  olacaktır. Eğer olay küme A={ k1, k2} olarak alınsaydı da yine sonuç aynı bulunacaktı. Bu çözümde yapılan canlılarla harfler arasındaki bire-bir eşleme, yukarıdaki her iki çözümde de yapıldığı halde bu hususa hiç değinilmemiştir. Bu yönü ile her iki çözümde eksiktir diyebiliriz.
    Çözüm9.3.4: Soruda verilen kızların, Cansu ile Duygu isminde olduklarını, erkeklerin de Ali, Ozan ve Mert isminde olduklarını varsayalım. Günlük hayatta isimlendirmenin de bir bire-bir eşleme olduğunu unutmayalım. Şimdi {Cansu, Duygu, Ali, Ozan, Mert} kümesinin elemanlarına yeni bir eşleme uygulayarak, kızlar “k” ile erkekleri “e” ile eşleyelim. Bu eşlemeyi; seçimde cinsiyet önemli olduğu için yaptık. Böylece örnek uzay E = { k, e } olacaktır. Olay küme A = {k} olacak ve istenen olasılık ta    olacaktır.
    Görüldüğü gibi soruların verileri ve soruya yaklaşım şekli sonuçları değiştirmektedir. Şimdi farklı yaklaşımların sonuçları nasıl değiştirdiğine ilişkin çok önemli iki örneği aşağıda görelim.
     Örnek9.5: İki adet farklı yuvarlak top, üç adet farklı kutuya doğru rastgele atılıyor. Topların kutulara düşme olasılıkları birbirine eşittir. Toplar dışarıya düşmeyip, üç kutudan bir tanesine mutlaka düşmektedir. Atıştan sonra ikinci ve üçüncü kutularda birer topun olma olasılığı nedir?
    Çözüm9.5.1: Eğer toplardan bir tanesine a ve bir tanesine de b diyecek olursak bunların kutulara düşme durumları aşağıdaki farklı şekillerde olacaktır.
************** Buraya kutular çizilecek***********
   Kutulardaki topların muhtemel bütün dağılımları dikkate alınınca mümkün olan haller sayısının 9, elverişli haller sayısının da 2 olduğunu, dolayısıyla istenen olasılığın   olduğunu söyleyebiliriz.

    Çözüm9.5.2: Bu çözümde; İskoç fizikçisi James Clerk Maxwell (13.06.1831-05.11.1879) ile Avusturyalı fizikçi Ludwig Boltzmann’nın (20.02.1844-05.09.1906) ortak adı ile anılan ve Maxwell-Boltzmann istatistiği olarak bilinen yaklaşımdan yararlanılmıştır. 
nr olmak üzere, elimizde r tane farklı nesne ve n tane farklı kutu olsun. Bu r tane farklı nesnenin  n tane farklı kutuya, içlerinde sırasıyla r1, r2, r3, …,rn tane nesne olmak üzere dağılma sayısı:  dır. İşte bu sayı elverişli haller sayısıdır. Eğer elimizdeki r tane nesne n tane kutuya doğru atılıyorsa, birinci nesne n değişik yere, ikincisi yine n değişik yere, üçüncüsü de yine n değişik yere ve böylece devam edilirse r tane nesne; n.n.n…n = nr değişik şekilde bu kutulara girebilir. Bu sayı yanı nr de mümkün olan tüm haller sayısıdır. Böylece istenen bir olayın olasılığı =  olacaktır. Eğer soru verilerine göre, r1 = 0, r2 = 1, r3 =1,    r =2, ve n=3 alınır ve olasılık hesaplanırsa :  =  olacaktır. Görüldüğü gibi Maxwell-Boltzmann yaklaşımına(istatistiğine) göre çözüm ile klasik yaklaşım aynıdır.
    Çözüm9.5.3: Bu çözümde; Hintli fizikçi Satyendra Nath Bose (1894-1974) ile Yahudi asıllı Alman fizikçisi Albert Einstein’ın ( 14.03.1879-18.04.1955) ortak adı ile anılan ve Bose-Einstein istatistiği olarak bilinen yaklaşımından yararlanılmıştır.
    Bose ve Einstein yukarıda incelediğimiz bu olasılığı, fizik ve kimya ilmine uygulamışlar ve bu ilimlerde moleküllerin birbirinden farklı olamayacağını belirtmişlerdir. Yukarıdaki çözüm1’de toplardan birisine a ve diğerine b demiş, a ile b’nin yer değiştirmesini dikkate almıştık. Oysa iki yuvarlak top yerine iki adet molekül alınırsa, moleküller arasında fark olamayacağı varsayımına göre bu iki molekül üç kutuya aşağıdaki değişik şekilde kadar düşebilir.
**************Şekiller  konacak***************


    Görüldüğü gibi mümkün olan haller sayısı 9 değil ancak 6 olmaktadır. Çünkü moleküller arasında fark yoktur ve moleküllerin yerini değiştirmek yeni bir mümkün hal yaratmamaktadır. Buna göre elverişli haller sayısı da 2 değil 1 olacaktır. O zaman Bose-Einstein yaklaşımına (istatistiğine) göre istenen olasılık:   olacaktır. Genel olarak eğer elimizde r tane molekül ve n tane kutu varsa Bose-Einstein istatistiğine göre, n tane hücreden her birisinde belirli sayıda (0, 1, 2, …) molekül bulunma olasılığı    olmaktadır. 
   Çözüm9.5.4: Bu çözüm; İtalyan fizikçi Enrico Fermi (29.09.1901-28.11.1954) ile İngiliz fizikçi Paul Dirac’nın (08.08.1902-20.10.1984) ortak adı ile anılan ve Fermi-Dirac istatistiği olarak bilinen yaklaşımdan yararlanılarak yapılmıştır.
    Fermi-Dirac istatistiği de yine fizik ilmi ve neutron, proton ve elektronlar dikkate alınarak geliştirilmiştir. Buna göre, moleküller arasında fark olmadığı gibi her hücrede (kutuda) ancak bir adet molekül bulunabilecektir. Birden fazla molekülün bir hücrede bulması olasılığı yoktur. Bu durum da mümkün olan haller sayısı, bu varsayıma göre değişecektir.
****************Şekil konacak***************
    Şekillerden görüleceği gibi mümkün olan haller sayısı 3, elverişli haller sayısı da 1 olacaktır. İstenen olasılık ise:   olacaktır. Genel olarak, eğer elimizde r tane nesne ve n tane de hücre varsa ise, r  n olmak koşulu ile r nesnenin belirli hücrelerde bulunma olasılığı:  olacaktır. Bir hücrede birden fazla nesne bulunma olasılığı sıfırdır.
    Görüldüğü gibi yaklaşımlara bağlı olarak olasılıklar değişmektedir.
    Buna son bir örnek vererek bu bahsi kapatalım.
    Örnek9.6: Varsayalım ki elimizde 4 adet nesne ve 5 adet hücre vardır. Bu 4 adet nesne 5 adet hücreye doğru rastgele olarak atılmaktadır. Dördüncü hücre hariç diğerlerinde birer adet nesne bulunması olasılığını, Maxwell-Boltzmann, Bose-Einstein ve Fermi-Dirac istatistiklerine (yaklaşımlarına) göre bulalım.
    Çözüm9.6.1: Maxwell-Boltzmann istatistiğine göre, istenen olasılık P=  formülü ile hesaplanır. Burada r1 =1, r2 =1, r3 =1, r4 =0, r5 =1, r =4 ve n = 5 değerleri formülde yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa P =  bulunur.
    Çözüm9.6.2: Bose-Einstein istatistiğine göre, istenen olasılık P =   formülü ile hesaplanır. Formülde r = 4, n = 5 yazılır ve gereken işlemler yapılırsa P =  olarak bulunur.
    Çözüm9.6.3: Fermi-Dirac istatistiğine göre, olasılık P =  formülü ile hesaplanır. Bu formülde r = 4, n = 5 değerleri yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa P =  olarak bulunur.



***************karmaşık sayılarda Arg(z-z0)=a ile Arg(z-z1)=b  şeklindeki denklemlerin hangi durumlarda çözümünün olacağna değinilecek*******************







10.KARTEZİYEN (DİK) KOORDİNAT SİSTEMİ
        Matematik ve geometride çok önemli bir yeri olan Analitik Geometrinin kurucusu, ünlü Fransız matematikçi René Descartes’tir ( 31mart 1596-11şubat 1650). René 1637 yılında yayımlanan “La Géométrié” isimli eserinde basit koordinat sistemleri kullanmıştır(3). 
     Bilinen en basit koordinat sistemi bir doğrudur. Bu doğru üzerinde bir nokta seçilir. Bu nokta başlangıç olarak ( veya sıfır noktası olarak) kabul edilir. Ayrıca bu doğru üzerinde birim uzunluk ve bir de pozitif yön ( genellikle sağ taraf) belirlenir. Pozitif yönün tersi ise negatiftir artık. İşte böyle bir doğru, artık bir koordinat sistemidir. Hem de tek boyutlu bir koordinat sistemi. Bu doğru üzerinde seçilen her bir noktaya; başlangıç noktasına seçtiğimiz birim cinsinden olan uzaklığına ve yöne bağlı olarak bir sayı karşılık gelir. Bu sayıya o noktanın koordinatı denir. Örneğin A noktasına karşılık gelen sayı 5 ise bunu A(5), şeklinde gösteririz. 
    Aynı düzlemde, tek boyutlu koordinat oluşturma özelliğinde ki iki doğruyu bir birine orijinde dik olacak (zorunlu değil) şekilde yerleştirirsek, elde edilen bu düzeneğe dik koordinat sistemi ( karteziyen koordinat sistemi), bu düzeneğin bulunduğu düzleme de Analitik Düzlem deniyor. Bunu x = ile de gösteriyoruz ve iki boyutlu uzay olarak adlandırdığımız da oluyor.
    Analitik geometri konuları, bilindiği gibi analitik düzlemde işlenmektedir. Analitik düzlemde bulunan her nokta bir sayı ikilisi ile karşıt olarak her sayı ikilisi de bir noktayı gösterir. Bu sayılardan ilki, o noktanın dikey eksene olan uzaklığını ifade eder ve buna noktanın apsisi denir. Yaygın olarak x ile gösterilir. Üzerinde apsislerin ölçüldüğü   eksenine apsisler ekseni denir. İkinci sayı ise o noktanın yatay eksene olan uzaklığını ifade eder ve buna noktanın ordinatını denir ve yaygın olarak y ile gösterilir. Üzerinde ordinatların ölçüldüğü   eksenine de ordinatlar ekseni diyoruz.    
· Eğer A, analitik düzlemin bir noktası ise x, yR olmak üzere A(x, y) veya A = (x, y) şeklinde yazılır ve (x, y) sayı çiftine A noktasının koordinatları denilir. Vektörel çalışmalarda x’e birinci bileşen, y’ye de ikinci bileşen dendiği olur. 
    Matematik ve geometrinin birçok konusu Analitik düzlemde işlenir. Dolayısıyla analitik düzlemde hangi konu işlenirse işlensin apsisler ekseni (-ekseni) yatay ve ordinatlar ekseni (- ekseni) de dikey eksen olarak kabul edilir. 
    Yatay olmak ya da dikey olmak ne demektir? Neye göre, kime göre yatay! Ya da neye kime göre dikey! Örneğin durgun su yüzeyi çoğu kez yatay kabul edilir. Oysa uzaya seferlerin başlanacağı günümüzde uzaydan mavi gezegenimize bakıldığında, durgun olan ve yatay kabul ettiğimiz su yüzeyini nasıl görürüz acaba? Yatay mı? Yoksa küre yüzeyi gibi mi? Elbette ki düzlem olarak değil, konveks bir yüzey olarak görürüz. 
    Denebilir ki bizim yatay olarak düşündüğümüz eksen, yer düzlemine paralel olandır. Ama yer olarak düşündüğümüz şey, dünyanın geoid şeklinde olan yüzeyinin bir kısmıdır. Bu sebeple yatay olma durumu ve dikey olma durumu tamamen izafidir. 

    Bizim için yatay olan bir doğru, ya da bir düzlem, yer kürede ya da evrende bulunduğu konum itibariyle bir başkası için yatay olmayabilir. Ve çoğu kez de öyledir. Aynı husus dikey olma durumu içinde geçerlidir. Zaten yatay olma ya da dikey olma durumlarından birisinin doğruluğundan emin olduğumuzda mesele kalmayacaktır. Ama her şeyin hareket halinde olduğu ve birçok durumun göreceli olarak açıklandığı evrenimizde yatay olan ne var? Dikey olan ne var?  Öyle olduklarını düşündüklerimiz de gerecekten öyle mi? Bilmiyorum. Ama uzay bilimleri ile uğraşan bilim adamları, evren için olmasa da en azından dünyamızda, yatay olarak kabul edilecek bir kavram tanımlasalar da bizi rahatlatsalar çok iyi olacak. Belki de böyle bir tanım var mı ama ben bilmiyorum. Ancak küresel ya da evrensel bir kabul veya tanımdan sonra her kes için geçerli olan bir yatay ve buna bağlı olarak bir dikey kavramı (durumu) olacaktır. Öbür türlü herkesin kendi yatayı ve dikeyi olacak ve yapacağı işlemler de sadece kendi varsayımına göre doğru olacaktır. 
    Yukarıda belirtilen sebeple, analitik düzlemde yapılacak işlemlerin bazı kabullere ve görecelik ( e-göre ) durumuna göre yapılması ve bu hususun öğrenicilere hatırlatılması çok önem arz etmektedir. 
    Analitik geometri derslerinin düzlemde işlenen konularından, bir doğrunun eğimi, bir doğrunun analitik denklemi konusu işlenirken, birçok kez iki önemli sonuç çıkarılır. Bunlar;
· Paralel doğruların eğimleri eşittir.
· Birbirine dik olan doğruların eğimleri çarpımı -1’dir. Şeklindedir. 
Bu iki sonuç da yanlıştır. 
    Paralel doğruların eğimleri eşittir, ifadesi yanlıştır. Çünkü yatay eksene (apsisler eksenine) dik olan iki doğru eğim açı ölçüleri 900 olup, bu doğrular daima birbirine paraleldir. Ama apsisler eksenine dik olan doğruların eğimi, tan(900) = dır. Belki de  = olarak ifade etmek daha doğru olacaktır. O zaman ne olduğunu tam olarak bilmediğimiz, belirsiz olan iki  için, belki de   diyebiliriz. Çünkü ne olduğunu tam olarak bilemiyoruz. Eğer bu son eşitlik doğru ise, eşit iki sayının farkı sıfır ve sıfırdan farklı olmaları koşulu ile oranları da 1 olacaktır. Yani  = 0 ve   sonuçlarını bulurduk ki, böylece limitte karşılaşılan: ,  ,   ,  0.,  ,  ,  , belirsizliklerden ikisinin cevabını bularak tarihe geçmeyi hak etmiş olurduk(!) 
    İkinci sonuç da; yani birbirine dik olan iki doğrunun eğimleri çarpımı -1’dir yargısı da yanlıştır. Çünkü: ordinatlar ekseni   ile apsisler ekseni   birbirine diktir. Öte yandan  ekseninin eğimi  ya da belirsiz ve  ekseninin eğimi 0’dır. Ama   yukarıda belirttiğimiz belirsizliklerden birisi olup,   -1 dir. Eğer ikinci sonuç doğru olsaydı, matematikte önemli belirsizliklerden birisi olan   için de  = -1 eşitliği elde ederdik ki bu sonuç bizi bir kez daha tarihe geçirirdi. Belki de bize Fields ödülü verdirirdi(!)  Ama maalesef ikinci sonuç da doğru değildir.
    Analitik geometri derslerinde doğrunun analitik incelenmesi konusunda, yukarıda yanlışlıklarını açıkladığımız bu hata “copy paste” bir hata olarak bütün kaynaklar da yer almaktadır.    Bence bu ifadeler aşağıdaki gibi olursa daha anlamlı ve doğru olacaktır.
1.Düzlemde, her biri apsisler eksenine dik olmamak şartıyla, birbirine paralel olan doğruların eğimleri eşittir. Apsisler eksenine dik olan doğruların eğimleri ya sonsuz alınır ya da kesin bir şey söylenemez.
2.Düzlemde birbirine dik olan iki doğrudan herhangi birisi koordinat eksenlerine dik değilse, bu iki doğrunun eğimleri çarpımı -1’dir. Koordinat eksenlerinin eğimleri çarpımı belirsizdir.
   İşte size içinden çıkılması güç olan bir başka sorun. Apsisler eksenine () dik olan iki doğrunun eğimleri için ne diyeceğiz? Eşit olduklarını (belirsiz, ) söylediğimizde çelişki bulduk. O zaman farklı mı olmalıdır. Peki, ne olmalıdır? Bu sorunun çözümünün ’ün özelliklerinde ve gizeminde saklı olduğunu belirterek, tartışmaya burada noktayı koyalım.



11.AÇI KAVRAMI,  ÇEMBER VE MERKEZCİL AÇI.
    Geometride çok sık kullanılan bir kavram açı’dır. Birçok konuda olduğu gibi açı konusunda da orta öğretim ders kitaplarında verilen tanımların birbiri ile uyumsuz ve farklı olduğunu biliyorum. Söz konusu farkların neler olduğunu görmek için işe açı kavramının farklı kaynaklarda verilen tanımlarına örnekler vererek başlayalım.
    Tanım11.1:Bir O noktasından çıkan çakışık iki yarım doğru alalım. Bu yarım doğrulardan biri sabit kalıp, diğeri O noktası etrafında dönecek olursa, hareket eden yarım doğrunun taradığı düzlem parçasına açı denir[25]. O noktası açının köşesi, OA ve OB de açının kenarlarıdır. OA sabit kenarına açının başlangıç kenarı, açıyı çizen OB kenarına da açının bitim kenarı denir. Başlangıç kenarından bitim kenarına olan ve ok ile gösterilen yöne de açının yönü denir. 
*****syf:9 Şekil konacak ********
    Tanım11.2:Uç noktaları aynı, doğrusal olmayan iki ışının birleşimine açı denir[11].
Şekildeki açı ,  ya da  biçiminde yazılır. = [AB U [AC dir. Bir açının ölçüsü, derece olarak 0 ile 180 arasında bir ger çel sayıdır.
**************Şekil çiz. Sy.2 

    Tanım11.3:Başlangıç noktaları aynı olan iki ışının birleşimine açı denir [16].
[OA U [OB =  =  = şeklinde yazılır ve gösterilir.
*************Şekil çizilecek**********
    Tanım11.4:Başlangıç noktaları aynı olan iki ışının birleşimine açı denir. Başlangıç noktasına açının köşesi, ışınlara da açının kenarları denir[5].
[AB U [AC =  = =   
**************Şekil çiz****************
    Sizlere dört farklı kitaptan açı tanımını olduğu gibi verdim. Gördüğünüz gibi bu tanımların arasında, özelliklede tanım1’de verilen ile diğerleri arasında önemli fark vardır. Tanım1’de ışın ile yarı doğru arasındaki farka dikkat edilmemiştir. Ayrıca bu tanımda açı, iki tarafı sınırlı açık düzlem parçası olarak verilmiştir. Oysa diğer 3 tanımda iki ışının birleşimi olarak tarif edilmiştir. Tanım2’de çok ilginç bir şekilde ışınların doğrusal olması durumu hariç tutulmuştur. 
     Yine Tanım2; açı ölçüsünü derece cinsinden anlaşılmaz bir şekilde 0 ile 180 arasına sıkıştırmıştır. Bu tanıma göre ölçüsü , ,  , , , ve bunun gibi ölçüleri  den büyük olan açı yok sayılmıştır. O zaman bu kitabın yazarlarının trigonometriden hiç haberleri yok demektir. Bu arada açılarda yön kavramından sadece Tanım1 ve Tanım4 kaynaklarında bahsedilmiştir. Ayrıca açının adlandırılmasında yöne dikkat edilmemiştir. Yön dikkate alındığında  ile  nın küme olarak değil ama ölçü olarak bir birinden farklı olduklarını, s() + s() = 360 olduğunu biliyoruz. 
    Yine; ölçüleri toplamı  olan iki açıdan birine diğerinin tümleri, ölçüleri toplamı  olan iki açıdan birine diğerinin bütünleri deniliyor. Tümler ile bütünler kelimelerinin anlamı arasında ne fark var? Birçok edebiyat öğretmeni arkadaşım bu iki kelimenin anlamı arasında herhangi bir fark olmadığını söyledi. Bu durumun sebebi, İngilizce complementary olan kelimenin dilimize tümler olarak, supplementary olan kelimenin de dilimize bütünler olarak çevrilmesindendir.
    El insaf! Kendinizi öğrencinin yerine koyun ve bu tanımlardan hangisini öğrenmeniz gerektiğini karar verin. Hangisini seçerdiniz, niçin? Böyle bir zorluğu ve çelişkili durumu çoğunlukla karşılaştırmalı olarak çalışma alışkanlığı kazanmış ( ki bizim eğitim sistemimiz bu alışkanlığı pek kazandırmıyor) olan öğrenci ve öğretmenler yaşamaktadır. Bunun gibi durumlarda öğrenciler için itibar edilmesi gereken bilgi elbette ki öğretmeninki olmalıdır. Ama öğrencilerin de ikna olmaya ihtiyaçları vardır. Bazen birçok öğrenci için ÖSYM’nin ne dediği, neyi kabul ettiği çok daha önemli olmaktadır. Çünkü sınavlarda kendi düşünüşlerine paralel soru sormaktadırlar. Oysa ÖSYM bir bilim akademisi değildir.
     Bilindiği gibi ders kitapları, Talim ve Terbiye Kurulunun denetiminden geçtikten sonra kabul edilmektedir. Buna rağmen, açı gibi temel geometrik kavramda bile birçok yanlışlık ve tutarsızlık bulunmaktadır. Ve bunun gibi daha birçok hususta, kaynaklarda çok fazla yanlışlıklar var. Zamana bağlı olarak elbette ki bazı değişmeler olacaktır. Ama bu değişimler öncekilere ters düşen, çelişen bilgiler olmamalıdır. Bizim de burada değindiğimiz hususlar bu kapsamda yaşananlardan bazılarıdır.


Merkezcil açı:
    Merkezcil açı, ya da merkez açı kavramı çember konusu işlenirken öğretilen bir konudur. Düzlemin herhangi bir O noktasını merkez kabul eden, r yarıçaplı bir çember ile bu çember üzerin de iki farklı nokta A ve B’yi, pozitif yönde (saatin dönme yönünün tersinde) önce A noktasını sonra B noktasını işaretleyelim. Aksi belirtilmediği sürece açıların pozitif yönde okunduğunu dikkate alarak; [OA ışını ile [OB ışının bileşimi olan   açısına merkez açı, [OA ile [OB ışınlarına açının kolları, “O”  noktasına açının köşesi diyoruz. Bu açının ölçüsü  ise,  m() =, m() = 360-  ve dir. 
    Şimdi yine aynı çember üzerinde, pozitif yönde önce A’yı sonra B’yi farklı ve birbirinin ardışığı olan noktalar olarak işaretlediğimizi düşünelim.  Yani A ile B noktası arasında çembere ait herhangi bir başka nokta olmasın. Ve yine açısının ölçüsünü düşünelim. Eğer bu açının ölçüsünü  ile gösterirsek, m() = için iki durum söz konusudur.
· Ya   = 0’dır
· Ya da ’dır.
    Eğer  = 0 ise o zaman,  açısının kolları olan [OA ışını ile [OB ışını çakışıktır. Yani A noktası ile B noktası çakışıktır. Oysa biz bu iki noktayı birbirinden farklı almıştık. Bu bir çelişkidir. 
    Eğer   ise o zaman da, ardışık ve birbirinden farklı olan bu iki noktanın boyutlu olduğunu söyleyebiliriz. Bu durum da noktanın boyutsuzluğu(!) ile bir çelişkidir. Bu çelişkili durumların sonucuna göre, ya biz çemberin ardışık iki noktasını düşünemeyiz. Ya da çemberin noktaları boyutludur. Yani çemberde ardışık noktalar bir boyut, bir yay oluştururlar. 
    Tarihin hiçbir döneminde düşünmeye bir engel konamadı ve yakın bir gelecekte de konamayacaktır. O zaman çemberi oluşturan noktalar boyutludur sonucunu elde ederiz.
    Şimdi bir başka analiz yapalım. 
Aynı “O” noktası merkezli, 0 < r1 < r2 olmak üzere, yarıçap uzunlukları sırasıyla; r1, r2 olan iki çember çizelim. Ve yarıçap uzunluğu r1 olan küçük çemberin üzerinde, pozitif yönde iki farklı nokta olarak, önce A’yı sonra da B’yi işaretleyelim. Aşağıdaki şekli inceleyiniz.

*****************Şekil**********************



 [OA ve [OB ışınlarının r2 yarıçaplı çemberi kestiği noktalara sırasıyla C ve D diyelim. AB yayı ile ( ki ***********yay gösterimi*********) CD yayının ölçüleri eşittir. Çünkü ikisi de aynı merkez açı tarafından görülüyorlar. Ancak bu yayların aynı uzunlukta olduklarını söyleyemeyiz. Hatta AB yayının CD yayından daha kısa olduğunu rahatlıkla söyleyebiliriz. 
Çünkü; r1 <  r2 idi. Bu eşitsizliğin her iki tarafını pozitif    olan değeri ile çarparsak 
    <     olur. Bu değerler de sırası ile AB yayının uzunluğu ve CD yayının uzunluğudur. Yani  =    <      =  dır.  Kısaca, çemberde aynı merkez açının kolları arasında kalan yayların uzunluğu; yarıçap büyüdükçe büyür, tersine yarıçap uzunluğu küçüldükçe de küçülür. 
 Eğer biz A ve B noktalarını ardışık iki nokta olarak alsaydık, C ve D noktaları için iki durum söz konusu olacaktı.
· C ve D noktaları da ardışıktır. Noktanın boyutsuzluğunu(!) düşününce,  AC// BD yazılabilir. A ve B noktaları farklı alındığından bu durum [OA ile [OB nin arakesitlerinin O noktası olması ile çelişir. 
· C ile D ardışık değillerdir. Bu durumda da aralarında çembere ait en az bir nokta daha var demektir. Çünkü yarıçap büyüdükçe yay uzunluğu da büyümektedir.
   Aynı merkezli ve yarıçap uzunlukları farklı olan n tane çemberin, yarıçap uzunlukları arasında r1 < r2 < r3 <…< rn sıralaması varsa çevre uzunlukları arasında da ç1 < ç2 < ç3 <…<çn sıralaması olacaktır. Yani her biri sonsuz noktadan oluşan (belki de sonlu noktadan oluşan) çember çevreleri arasındaki sıralama bir bakıma sonsuzlar arasındaki sıralamadır. Sonsuzluğun muhteşem gizemi!...

    Çemberin farklı iki noktası A ve B olsun. İşaretlemeyi pozitif yönde yapalım. A ve B noktaları ile bu noktalar arasındaki çembere ait noktalara yay diyoruz. Bu şekle göre çember iki farklı yaya ayrılmıştır. Bunlar; AB yayı ile BA yayıdır. Ve şöyle gösterilirler. AB, BA. Aksi söylenmediği sürece biz kısa olan yayı kastederiz. Aşağıdaki şekli inceleyiniz. 
************şekil**************


    Her yayın bir uzunluğu bir de ölçüsü vardır. AB yayı uzunluğu AB şeklinde, ölçüsü de m(AB) şeklinde gösterilir. Yarıçap uzunluğu  > 0 olan bir çemberin, yay olarak uzunluğu 2, ölçüsü ise  veya 2 radyandır. (Radyan bir açı ölçü birimidir ve bir çemberde, yarıçap uzunluğundaki yayı gören merkez açının ölçüsü bir radyan olarak kabul edilir.)
    Dikkat edilirse yay uzunluğunun; hem çemberin yarıçap uzunluğuna, hem de o yayı gören merkez açının ölçüsüne bağlı olduğunu görülecektir. Yani yay uzunluğu, iki değişkenli bir fonksiyondur. Bu fonksiyon  olarak yazılabilir. Bu fonksiyonun; değişkenlerinin farklı değerleri için limitleri, bize yay uzunluklarını karşılaştırma imkânları verecektir. Örneğin   ve  ’dır. 

12.ÜÇGEN VE YARDIMCI ELEMANLARI
    Üçgenin yardımcı elemanları denildiğinde; esas elemanlarının dışında kalan ve üçgene ait olan elemanlar anlaşılmalıdır. Bunlardan kaynaklarda; yükseklikler, kenarortaylar, iç açıortaylar ve kenar orta dikmeler, olarak verilmektedir. Ama yine üçgene ait olan dış açıortaylar, iç teğet çember, dış teğet çemberler, çevrel çember, dokuz nokta çemberi, çevre, vs. bilgilere, pek yardımcı bilgiden sayılmadığı için midir nedir, yeterince yer verilmemektedir. Ancak alanı hariç tutmak gerekir. Alan “üçgenin alanı” veya buna benzer başlıklar altında mutlaka yeterince verilmektedir. 
    Bir düzlem üzerine konulduğu zaman, her noktası o düzlemle çakışan şekle, düzlem şekil (düzlemsel şekil) ve bir düzlemin tamamen sınırlanmış parçasına kapalı şekil dendiğini[25], ayrıca herhangi bir nokta cümlesine şekil dendiğini biliyoruz[17]. 
    Şimdi, düzlemsel geometrik bir şekil olarak üçgeni anlatan farklı kaynaklardan üçgen için verilen tarif ve tanımlardan birkaç örnek verelim.
    Tanım12.1 Üçgen üç doğru parçasının sınırladığı şekildir. Bu doğru parçalarına üçgenin kenarları, iki kenarın kesim noktaları köşeleri, bitişik iki kenar arasındaki açı, iç açı ve iç açıları bütünleyen komşu açılara da üçgenin dış açıları denir[25]. 
    Tanım12.2.1: 0-boyutlu ABC üçgeni, bir doğru üzerinde olmayan A, B, C noktalarının cümlesidir[17].   
    Tanım12.2.2: 1-boyutlu ABC üçgeni, A, B, C noktaları doğrusal olmamak şartı ile AB, BC, CA doğru parçalarına ait noktaların cümlesidir. Böyle bir üçgene ekseriya çizgisel üçgen denir[17].

    Tanım12.2.3: 2-boyutlu ABC üçgeni, Bir boyutlu ABC üçgeninin noktaları ile, ABC düzleminin çizgisel üçgen içine düşen noktalarının cümlesidir. 1-boyutlu ABC üçgeni, 2-boyutlu ABC üçgeninin sınırıdır. Çizgisel üçgenin sınırı yoktur. Sınırı atılan 2-boyutlu bir üçgene açık 2-boyutlu üçgen denir[17].
    Tanım12.3: Bir düzlemde doğrusal olmayan üç noktayı birleştiren doğru parçalarının birleşimine üçgen denir. Yani: ABC = [AB]U[BC]U[AC] tır [16].
    Tanım12.4: Üç kenarlı çokgene üçgen denir. A, B ve C doğrusal olmayan üç nokta olsun. [AB], [BC] ve [AC] nün birleşimine ABC üçgeni denir. Kısaca ABC = [AB]U[BC]U[AC] tır[5].
Bu tanımlardan üçgeni ya kapalı bir alan olarak anlamalıyız ya da doğrusal olmayan üç noktayı birleştiren üç doğru parçasının bileşimi olarak anlayacağız. Demek ki daha geometrinin temel konularından sayılan üçgenin tanımında mutabakat sağlayamamışız. Özellikle N.İ.Lobaçevski geometrisine göre, 0-boyutlu, 1-boyutlu ve 2-boyutlu olmak üzere üç tip üçgenden söz edilmektedir. Yakın zamana ait kaynaklar üçgeni tanım3 ve tanım4’te verildiği şekliyle kabul etmektedirler. Böyle olunca da bana göre değil ama üçgenin alanından söz etmek bu kaynaklara göre yanlıştır. Çünkü doğru parçalarının alanı yine aynı kaynaklara göre yoktur ve bu yüzden doğru parçalarının bileşimi olan üçgenin de alanı yoktur, olamaz, sıfırdır. O zaman yukarıda değinildiği gibi “üçgenin alanı” başlığı da çok anlamsızdır. Eğer üçgenin alanı ile kastedilen Tanım2-c deki ise, bunun için günümüzde kullanılan “üçgensel bölge” ifadesi daha uygundur. Yani, bir üçgen ile o üçgenin iç bölgesinin bileşimi olan alan olup, değeri asla negatif olmaz. Tabii ortada bir üçgen varsa.
    Üçgenin yardımcı elemanlarından birisi de yüksekliklerdir. Ancak pek çok ders kitabı yüksekliği kenara ait olarak adlandırmakta ve gösterirken de ha, hb, hc şeklinde göstererek yine yükseklik kavramının kenara ait bir değer olduğunu söylemektedir. Oysa yükseklik; Bir üçgende bir köşenin karşısındaki kenara olan en kısa uzaklığıdır. Bu uzaklık köşeden kenara indirilen dikmenin boyu kadardır. Söz konusu olan köşenin kenara uzaklığıdır. Zaten kenarın köşeye uzaklığı da pek bilinen ve tanımlanmış bir kavram değildir. Bu bakımdan yüksekliklerin adlandırılmasının köşelere göre olması daha iyi olacaktır. Örneğin A köşesine ait yükseklik hA ile gösterilebilir.  Yeri gelmişken iç açıortaylardan da biraz bahsedelim. Bu özel terimin öğrencilerce anlaşılması da çoğu kez yanlış olmaktadır. Öğrencilere açıortay nedir? Diye sorarsanız büyük bir ihtimalle “açıyı ortalayan doğrudur” cevabını alırsınız ki bu bilindiği gibi yanlıştır. Çünkü açıortay açıyı değil açının ölçüsünü ortalar.



13.ÜÇGENİN AĞIRLIK MERKEZİ
Üçgeni ve yardımcı elemanlarını anlatan birçok geometri kitabında ya da bazı matematik ders kitaplarının ilgili kısmında, üçgenin yardımcı elemanlarından kenarortaylar ve özellikleri sunulurken; ” üçgenin üç kenarortayının kesim noktasına üçgenin ağırlık merkezi denir ve genellikle G ile gösterilir[14]” şeklinde ifadelere rastlarız. Ağırlık merkezi diye adlandırılan noktanın G harfi ile gösterilmesinin sebebi ise, İngilizce de ağırlık merkezi anlamına gelen “Gravity center” in baş harfinin G olmasındandır. Bu noktayı ille de G harfiyle göstermek tabii ki mecburi değildir. İstediğimiz bir harfle göstermekte hiçbir sakınca yoktur. Bu konuya ilişkin çeşitli kaynaklardaki sorulara bakarsanız, işin ağırlıkla ilgili kısmıyla ilgili hemen hiçbir soruya rastlayamazsınız. Ama bu konu ile ilgili olarak aşağıdaki bazı soruları düşünmemek elde değildir. 
Eğer yukarıda verilen tanım doğru ise buradan; üçgenin bir ağırlığı olduğuna ve bu ağırlığın, üçgen G (ağırlık merkezi) noktasından asıldığında, dengede kalacağı sonucunu çıkarmak mümkündür. Eğer nokta ağırlıksız, noktalardan meydana gelmiş olan doğru parçaları da ağırlıksız ise, üç doğru parçasının bileşiminden oluşan ve sonsuz nokta kümesi olan herhangi bir üçgenin bir ağırlığa sahip olması nasıl mümkün olur? Noktalar ve dolayısıyla da doğru parçaları ağırlıksızken, üçgenin bir ağırlığa sahip olmasını düşünebilir miyiz? Ağırlıksız olan şeylerin birleşiminin ağırlık merkezi olur mu? Üstelik te üçgende kenarortayların kesim noktası daima üçgenin iç bölgesindedir ve bu nokta üçgene ait bir nokta da değildir. Hal böyle iken, nasıl böyle bir adlandırma yapılır? 
     Danıştığım birçok fizik öğretmeni arkadaşım, ağırlıksız bir cismin olamayacağını; olan şeylerin de ağırlık merkezinin olacağını ifade etmişlerdir. Fizikte bazı konuların işlenişinde üçgene benzer cisimler kullanılmaktadır. Bu tip cisimlere zaten üçgen denilemez. Onun için o gibi cisimlerin örneğin, üçgensel bölge şeklindeki metal bir levhanın ağırlık merkezi ( denge merkezi) vardır ve bu nokta; bu üçgensel levhanın kenarortaylarının kesim noktasıdır. Ama geometride, üçgen ya da üçgene dayalı konuların işlenişinde, üçgenin ağırlığına yönelik hemen hemen hiç soru sorulmaz. Zaten de üçgen ağırlıksız olarak düşünülür ve bir ağırlığının olup olmadığıyla da hiç ilgilenilmez. “NOKTA” konulu yazımızda noktanın üç boyutlu olduğunu ifade etmiş ve belki de bir ağırlığı olabileceğini söylemiştik. Eğer üçgenin ağırlık merkezi ile ilgili yapılan tanımlama doğru ise, o zaman noktanın bir ağırlığı vardır. Yok, eğer noktanın ağırlığı yoksa o zamanda bu tanım yanlıştır ve üçgenin bir ağırlık merkezi yoktur. 

14.FERMAT-TORİCELLİ NOKTASI [28].
Bir üçgenin iç bölgesinde alınan herhangi bir noktanın, üçgenin köşelerine olan uzaklıkları toplamının değişken bir değer olduğunu biliyoruz. Bir ABC üçgeninin kenar uzunlukları;  = a,  = b,  = c olmak üzere, a+b+c = 2u  olsun. Bu üçgenin iç bölgesinde bir P noktası seçelim. = x, = y ve = z olsun ve x+y+z =d diyelim. O zaman u < d< 2u eşitsizliği vardır. Birçok geometri kitabında ispatı kolay olan bu eşitsizliği görebilirsiniz. Yani P noktasının üçgenin köşelerine olan uzaklıkları toplamı, üçgenin yarı çevre uzunluğu ile çevre uzunluğu arasında bir değer alır. Ancak bu aralık yani (u, 2u) aralığı x +y +z = d toplamını sınırlayan en dar aralık değildir. 
        Şimdi, yazımızın başlığına adını veren noktaya ve bu noktanın önemine gelelim. Ünlü Fransız matematikçisi Pierre de Fermat (17 Ocak 1601- 12 Ocak 1665 ) “Her iç açısının 1200’den küçük olan bir üçgenin iç bölgesinde alınan bir noktanın köşelere olan uzaklıkları toplamının en küçük olması için nokta nerede alınmalıdır?” şeklinde bir soru ortaya atmıştır. Bu soruya, barometrenin mucidi ünlü fizikçi Evangelista Toricelli’nin ( 1608-1647 ) aşağıda ifadesi verilen teoremle verdiği cevaptan dolayı, bu noktaya Fermat- Toricelli noktası denilmiştir.
    Teorem14.1: Bir ABC üçgeninde, köşelere olan uzaklıklarının toplamının en küçük olduğu nokta, üçgenin üç kenarı üzerinde üçgenin dışına doğru yandaki şekildeki gibi yerleştirilen eşkenar üçgenler için AA’, BB’, CC’ doğrularının kesiştiği yerdir, yani şekildeki P noktasıdır. P noktasının ayrıca şu özelliği vardır: m(APB) = m(BPC) = m(CPA) = 1200. 
**********Şekil çizilecek***************
    Teoremin ifadesinde geçen P noktası Fermat-Toricelli noktası olarak bilinir. Bu teoremin ispatı [27] te verilmiştir. İspatın sonucu olarak da P noktasının köşeler olan uzaklıkları toplamının yani x+y+z değerinin; S = A(ABC) olmak üzere,  x+y+z max {a+b, a+c, b+c}  eşitsizliğini sağladığını söyleyebiliriz.
    Örnek14.1: Kenar uzunlukları 5,7 ve 8 birim olan bir üçgenin iç bölgesinde alınan bir noktanın köşelere olan uzaklıklarının toplamının alabileceği en dar tamsayı aralığını bulunuz.
    Çözüm14.1.1:( Kaynaktaki şekliyle) Çevre = 2u = 5+7+8 =20, u = 10, 10 < x+y+z < 20 ve buradan x+y+z toplamının en küçük tamsayı değeri 11, en büyük değeri de 19 olacaktır.
    Çözüm14.1.2: S = =  =10 br2 olacaktır.
  =   11,36 dır. a+b=12, a+c=13, b+c=15 olup.
11,36  x+y+z  max {12, 13, 15}  buradan 12  x+y+z 15 bulunur. Görüldüğü son çözüm istenen toplamı sınırlayan daha dar bir aralıktır.
    Örnek14.2: K noktası, ABC üçgeninin içindedir.
 x+y+t = m ise, m için aşağıdakilerden 
hangisi doğrudur?[11] **************Şekil verilecek************
A)24 < m < 30      B)18 < m < 28     C) 10 < m < 18     D) 8 < m < 13     E) 12 < m <24 
    Çözüm14.2.1:   < x+y+t < a+b+c    <x+y+t < 11+8+5  12<m<24 doğru yanıt E ‘dir.
    Çözüm14.2.2: Bu çözümü yukarıda verdiğimiz eşitsizlikten faydalanarak yapacağız. Örnekte a =11, b = 8, c =5 olarak verildiği için; a+b = 19, a+c=16, b+c=13 olacaktır.  Bu verilerden 2u = 11+8+5 =24, u =12 bulunur.  S =  =  =   18,33 olan değer eşitsizlikte kullanılırsa,      Olacak ve buradan da istenen eşitsizlik 12,98  m  19 olacaktır. Dikkat edilirse bulunan bu sonuç, verilen sorunun seçeneklerinde bile yoktur. Görüldüğü gibi ikinci çözümde bulunan sonuç istenen toplamı sınırlayan daha dar bir aralıktır. Bu sebeple bu tip soruların çözümünde daha dikkatli olunmalıdır.



15.RAKAM MI? SAYI MI?
    Günlük hayatımızda bir değeri, sayısal bir büyüklüğü, bir miktarı ya da çokluğu ifade ederken rakam ya da sayılardan uygun olanını kullanırız. Ancak birçok kişi bu hususta hata yapmaktadır. Burada sıklıkla yapılan hata, sayıya rakam denilmesidir. Rakam denildiğinde, sayıları yazmakta kullandığımız   kümesinin elemanlarını düşünmeliyiz. Bu kümenin her elemanı hem bir rakam hem de bir sayıdır. Rakamlar; sayıları yazmak için kullandığımız özel sembollerdir. Sayı ise bir ya da daha çok rakamın anlamlı biçimde kullanarak yazılmasından meydana gelen bir değeri ifade eden bir dizindir. Örneğin 7, hem bir sayı hem de bir rakamdır. Ancak 35 ise 3 ve 5 rakamları ile yazılmış ( iki tane rakam kullanıldığından iki basamaklı ) bir sayıdır. Yani her rakam bir sayıdır ancak her sayı bir rakam değildir. 
    İşte, rakamla sayı arasındaki bu önemli farkı bilmeyen sokaktaki insandan gazetecisine, işçisinden iş adamına, televizyon sunucusundan yazarına, mühendisinden doktoruna, öğrencisinden öğretmenine, milletvekilinden bakanına hatta devletin üst kademelerinde görev yapanlara kadar birçok kimse sıklıkla bu hataya düşmektedir. Yani toplumun her kesiminden insan bu hataya bilerek ya da bilmeyerek düşmektedir. Bazıları buna bilmediğinden bazıları ise dikkatsizliğinden düşmektedir. Bu hatayı daha çok: nüfus, enflasyon, bütçe, borsa, döviz kurları, hayat pahalılığı, maaşlar, trafik kazaları, turist sayısı, öğrenci sayısı, satış miktarı, yatırım miktarı, vergi ve harcamalar ve bunun gibi sayısal verilere ilişkin bilgi veren, açıklama yapan, haber veren kişiler yapmaktadır. Bunlar da maalesef iyi öğrenim gördüğünü düşündüğümüz kişilerdir. Bu kişiler bu hataya dikkat etmediklerinden mi, bilmediklerinden mi, yoksa alışkanlıklardan mı düşmektedirler bilinmez. Ama birçoğunun dikkatsizlikten ya da yanlışı sürdürme alışkanlığından bu hatayı yaptığını düşünüyorum. 
    Size matematiksel bir hata olan bu hatayı, matematik profesörlerinin de yaptığını söylesem herhalde inanamazsınız. Sayın hocamın affına sığınarak bir örnek vermek istiyorum. Dört yılda bir yapılan Uluslararası Matematik Kongresinin(ICM) Güney Kore’nin başkenti Seul’de yapılan 27 incisine katılan Sayın Prof. Dr. K. İlhan İkeda hocam, bu kongreye ilişkin bazı düşüncelerini Matematik Dünyası Dergisinin 100 üncü sayısında yazmış. Bu yazıda kongreye katılanların sayısına ilişkin bilgi verirken 9.sayfada “ 5000’i aşkın matematikçinin katılımıyla (tam rakam:122 ülkeden 5193 matematikçi)”  diyerek aynı hatayı istemeden yapmıştır. 
    Elbette her insan hata yapabilir. Hatasız kul olmaz. İstemeden, bilmeden eskilerin deyimiyle gayri ihtiyari hata yapılabilir. Önemli olan bu türden bir hata yaptığımızı öğrendiğimizde artık onu tekrarlamamızdır. Bunun bir hata olduğunu öğrendiğinde, aman sen de, diye geçiştirenler olduğu gibi, önemli olduğunu kabul edenler de olmaktadır. Ama rakamla sayı arasındaki farkı iyi bilenler için çok sık yapılan bu hata çoğu zaman affedilir cinsten değildir. 
     Örneğin, 14 Mayıs 2014 tarihinde Manisa’nın Soma ilçesinde meydana gelen ve hepimizin yüreğini yakan elim maden kazasındaki ölü sayısı ile ilgili olarak; özellikle televizyon haber sunucularından ve gerekse de açıklamalar yapan yetkililerden sık sık ‘’ölü sayısı maalesef 301 rakamına ulaşmıştır’’  şeklinde haberler duyduk. Ölü sayısı olarak verilen 301, bir rakam değil bir sayıdır. Zaten dikkatli okuyucular aynı cümle içinde sayının rakamla ifade edildiğini fark etmişlerdir. Tabii böyle acıklı haberlerde insanların odaklandığı hususlar daha çok olaya ilişkin olduğundan bu tür hatalara dikkat edilmiyor. Böyle cümle kurarak sayı ile rakam arasındaki çok önemli farka dikkat etmeyenlerin çoğunun, bunu bilerek yaptığını sanmıyorum. Ama keşke zamanında yeterli ve gerekli bütün güvenlik tedbirleri alınsaydı da bu kaza yaşanmasaydı. Veya ölü sayısı mesela sıfır rakamı olsaydı. O zaman içimiz çok rahatlayacaktı. Rakamla sayı arasındaki farkı bilmeyen, fakat çıkarlarının hesabını iyi bilen bu olayın mahkemelerce kanıtlanmış sorumluları, olaydan sonra ortaya çıkan birçok ihmal, dikkatsizlik ve tedbirsizlikleri yüzünden 301 canımızın hayatını kaybetmesine, geride milyonlarca yüreği yaralı ve acılı insan kalmasına sebep olmuşlardır. Allahtan ölenlere rahmet ve onların geride kalan acılı aile ve yakınlarına baş sağlığı ve sabırlar diliyorum. 





16.BİLİNEN SAYI KÜMELERİ VE BAZI SAYI ÇEŞİTLERİ
    Sayma Sayıları Kümesi:{1, 2, 3, …} Bu kümeye pozitif tamsayılar kümesi de denir. Bazı matematikçiler bu kümeyi doğal sayılar kümesi olarak kabul etmektedirler. Yaygın olarak +  ile gösterilir.
    Doğal Sayılar Kümesi:{0, 1, 2, 3, …} , yaygın olarak  ile gösterilir.
    Tam Sayılar Kümesi:{…,-3, -2, -1, 0, 1, 2,..}, yaygın olarak  olarak gösterilir.
    Tek Tam Sayılar kümesi:{ …,-5, -3, -1, 1, 3, 5,…} Tek sayılar genel olarak n bir tam sayı olmak üzere 2n1, 2n  3, 4n , şeklinde gösterilir.
    Çift Tam Sayılar Kümesi:{…,4, 2, 0, 2, 4,…}  Çift sayılar genel olarak n bir tam sayı olmak üzere 2n, 2n2, 2n, 4n2 şeklinde gösterilir.
    Rasyonel Sayılar Kümesi: {:  } dır ve yaygın olarak  ile gösterilir.
    İrrasyonel Sayılar Kümesi: olmak üzere  şeklinde yazılamayan sayılardır. Yaygın olarak  şeklinde gösterilir.
    Gerçel Sayılar (Real sayılar) Kümesi: Bütün rasyonel ve irrasyonel sayıların kümesidir. Yaygın olarak  olarak gösterilir. Yani  dır.
    Komplex (karmaşık) Sayılar: { } olup yaygın olarak  ile gösterilir.                                      
    Her real sayı sanal kısmı sıfır olan bir karmaşık sayı olduğu için, olduğu çok açıktır.
    Not: Matematikle uğraşanlar çok iyi bilirler ki; herkes kendi istediği şartları sağlayan ve burada değinilmeyen yeni bir sayı kümesi oluşturma imkânına ve şansına sahiptir.
    Asal Sayı: “1” den büyük olup yalnız kendisine ve bire tam bölünen (kalanı sıfır olan) doğal sayılara asal sayı denilmektedir. 
   Asal sayılar kümesi: {2, 3, 5, 7, 11, 13,…} şeklindedir. Bu küme sonsuz elemanlıdır. Bu kümenin sonsuz elemanlı olduğunun birçok ispatı vardır. Ama bunların en kısa ve en güzellerinden birisi hiç kuşkusuz Öklid’e ait olanıdır. Öklid (M.Ö.300) ünlü öğeler isimli eserinin 9. cildinde bu ispatını vermiştir.
    Asal sayılara ki onlar birleşik sayıların yapı taşıdır; ben bu sayılara asil sayılar diyorum. Bu sayılar gerçekten hiçbir kurala uymayan, hiçbir kalıba sığmayan sayılardır. Bu güne kadar bütün asalları üreten tek bir formül bulunabilmiş değildir. Bu sebeple bu sayılar dar kalıplara sığmayan muhteşem sayılardır. 
    Herhangi bir sayının asal olup olmadığını anlamak sanıldığı kadar kolay değildir. Hele de bu sayı çok büyük bir sayı ise. 2 den büyük bütün asalların tek sayı olduğunu biliyoruz. Çift olurlarsa 2 ye bölüneceklerinden asal olmazlar. Bir sayının asal olup olmadığını anlamak için kendisinden küçük hiçbir doğal sayıya tam bölünmediğini göstermek gerekir. Bir sayının sıfıra bölümünün sonucu belirsiz olduğundan ve her sayı 1’e tam bölündüğünden bu ikisini hariç tutmak gerekir. Sayı küçükse bu işi yapmak kolaydır. Örneğin 101 asaldır. Çünkü kendisinden küçük 1’e kadar hiçbir doğal sayıya tam bölünmez. Ama sayı büyük bir sayı ise, örneğin 2.147.483.647 gibi bir sayı ise o zaman iş çok daha zordur. Oturup günlerce hatta yıllarca bu sayının kendisinden küçük her bir doğal sayıya tam bölünüp bölünmediğini 1’e kadar kontrol etmeliyiz. Bunun başka yolu yoktur. Ama kendisinden küçük her sayıya bölmek yerine, sayının karekökünden küçük olan sadece asallara bölünüp bölünmediğinin kontrol etmek te aynı şeydir. 
    Diyelim ki N doğal sayısının asal olup olmadığını araştırıyoruz.  = x.y olsun.  x   ise 
 y    dir. Dolayısıyla  asal değilse karekökünden küçük olay y sayısına veya y den küçük olan bir asala bölünecektir. Böylece sayının asallığını daha kısa yoldan anlamamız mümkün olacaktır. 
    Asal sayıları bulma problemiyle ilk uğraşan matematikçi, eski Yunan matematikçisi Eratosthenes’tir (M.S. 276-194) Eratosthenes kendi adı ile anılan ve “Eratosthenes kalburu” diye bilinen bir yöntemle asal olmayanları eleyerek asal sayıları buluyordu. Bu yöntemle tabii ki sınırlı sayıda asal bulunabilir.
    Pozitif her doğal sayı, asal sayılar cinsinden yazılabilir. Aritmetiğin temel teoremine göre herhangi bir pozitif doğal  n sayısı:    p1, p2, p3,…,pk birer asal sayı ve q1, q2, q3,…,qk birer doğal sayı olmak üzere n = ..… şeklinde (dizilişler dikkate alınmamak üzere) tek bir biçimde yazılır. Yani asal sayılar bileşik sayıların yapı taşı gibidir. Aralarındaki fark 2 olan (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19)  gibi asal sayı çiftlerine ikiz asallar denilmektedir.
a.Fermat Asalları: Adını Fransız matematikçi Pierre De Fermat’dan (17 Ocak 1601- 12 Ocak 1665 ) alan bu asal sayılar şöyle ifade edilmektedir. n bir pozitif doğal sayı, hatta n, 2’nin bir kuvveti şeklinde olmak üzere 2n+1 şeklinde olan asallardır. Fermat; n bir doğal sayı ve n = 2a olmak üzere Fn =  şeklindeki bütün sayıların asal sayı olduğunu zannediyordu. Oysa bu yanlıştı. Çünkü F0 =3, F1 = 5, F2 =17, F3 = 257 ve F4 = 65537 sayıları birer Fermat asalıdır, ancak F5 asal değildir. F5 asal değildir çünkü a = 5 için bulunacak sayı 4.294.967.297 = 641 x 6.700.417 olup birden ve kendisinden farklı iki sayıya tam bölündüğünden, asal sayı değildir. Yani a’nın her değeri için sonucun asal olacağını düşünüyorsanız yanılıyorsunuzdur. 
b.Mersenne Asalları: Adını Fransız matematikçi, Marin Mersenne’den ( 8 Eylül 1588 – 1 Eylül 1648) alan bu asal sayılar; n bir asal sayı olmak üzere 2n-1 şeklinde yazılabilen asal sayılardır. Aman dikkat!  Burada da Fermat asalları için dikkat edilmesi gerektiğini söylediğimiz hususa benzer durum vardır. Yani, her n asal sayısı için 2n-1 formülü asal üretmez. Şimdi Mn = 2n -1 olarak alalım ve n’e birkaç asal sayı değeri verelim. Örneğin: n=2 için, M2 =3,  n =3 için M3 =7,   n = 5 için M5 =31 birer Mersenne asalıdır. Ama n =11 olarak alınırsa M11 = 2047 = 23.89 olduğundan M11 asal değildir. Bilinen en büyük Mersenne asalı 23 Ağustos 2008 tarihinde bilgisayar yardımıyla bulunmuş olan M43.112.609‘dır.
    Muhtemeldir ki Dünyanın çeşitli yerlerindeki matematik sevdalıları, çağın en önemli teknolojisi olan bilgisayar teknolojisinden de yararlanarak bulunabilecek en büyük Fermat ya da Mersenne asallarını bulmaya çalışmaktadırlar. Belki de bütün asalları üretebilecek sihirli bir formülün peşindedirler. Bu kapı elbette ki Türk matematik sever ve meraklılarına da açıktır. Adını matematik tarihine yazdırmak isteyen özellikle gençler için müthiş bir fırsat bence. Yıldızı giderek parlayan asal sayıların daha çok gizlilik dereceli bilgilerin transferlerinde, şifreleme işlemlerinde kullanıldığını da son bir not olarak iletelim. Bu konu ile ilgili daha fazla bilgiye kaynakça [8] ve bu kaynakçanın kaynaklarından ulaşılabilir.
      Değişik biçimlerde formülleştirilmiş asal sayılar vardı. Örneğin k>2 bir doğal sayı olmak üzere 3k+1, 3k-1, 4k+1,4k+3,6k+1,6k-1 biçiminde sonsuz sayıda asal sayı olduğu bilinmektedir.
 Birleşik sayı: Asal olmayan doğal sayılara denir.
Neşeli Sayı: Pozitif bir tamsayı rakamlarının yerleri değiştirilmeden, rakamları toplamı eşit olan iki gruba ayrılabiliyorsa bu sayıya neşeli sayı denir. Örneğin 246 bir neşeli sayıdır. Çünkü 2+4=6 tır. Keza 34548, 112,1234587 gibi sayılar neşelidir. 
Tombul Sayı: Hem iki hem de üç ardışık pozitif tam sayının toplamı şeklinde yazılabilen sayılara tombul sayı denir. Örneğin: 99 tombul sayıdır. Çünkü 99 = 49+50, 99=32+33+34 tır.
Koç Sayı: Soldan ilk rakamı sayıdaki sıfır adedini, soldan ikinci rakamı sayıdaki bir adedini, soldan üçüncü rakamı sayıdaki iki adedini ve bu şekilde gösteren doğal sayıya koç sayı denir. Örneğin en küçük koç sayı 1210 tır.
Şanslı Sayı: Bir n pozitif tam sayısının rakamları toplamı 7 nin bir katı ise bu sayıya şanslı sayı denir. Örneğin 34, 86, 7016 birer şanslı sayıdır.
Süper Şanslı Sayı: Eğer n şanslı bir sayı olmak üzere, n+1,n+2,n+3,…,n+12 sayılarından hiç birisi şanslı sayı değilse n şanslı sayısına süper şanslı sayı denir. En küçük süper şanslı sayı 993 tür.
Mükemmel Sayı: Bir pozitif tam sayının pozitif bölenlerinin toplamı kendisinin iki katına eşit oluyorsa o sayıya mükemmel sayı denir. Örneğin en küçük mükemmel sayı 6’dır. Çünkü 6’nın pozitif tam sayı bölenleri:1, 2, 3, 6 olup 1+2+3+6=12’dir. Eğer p ve 2p -1 asal ise 2p-1(2p-1) sayısı daima mükemmel sayıdır. Asal sayıların sonsuz olduğu biliniyor ancak mükemmel sayılar da acaba sonsuz sayıda mı? Bu da çözümü okuyucuya bırakılmış güzel bir sorudur.
Süper Mükemmel Sayı: Pozitif bir n tam sayısının pozitif bölenlerinin toplamını (n) ile gösterelim. Eğer pozitif bir n tam sayısı için ((n))= 2n ise bu n sayısına süper mükemmel sayı denir. Örneğin 16 süper mükemmel bir sayıdır. Çünkü (16) = 1+2+4+8+16 =31 dir. ((16)) =(31) =1+31=32 =2.16’dır.
İyi Sayı: Eğer n pozitif tam sayısına bölünen her tamsayı, basamaklarının yerleri nasıl değiştirilirse değiştirilsin yine n ye bölünüyorsa n ye iyi sayı denir.1, 3, 9 olmak üzere üç tane iyi sayı vardır.
Ölçülü Sayı: Bir sayının rakamlarının adedi, bu sayının asal çarpanlarının adedine eşitse bu sayıya ölçülü sayı denir. Örneğin 15 ölçülü bir sayıdır. Çünkü 15 in 3, 5 olmak üzere sadece iki asal çarpanı vardır.
Benzer Sayılar: Rakamların oluşturduğu aynı kümenin elemanları ile yazılan sayılara benzer sayılar denir. Örneğin 1, 1, 2 rakamları ile yazılan sayılara benzer sayılar diyoruz. Örneğin: 112, 121, 211 birer benzer sayıdır.
Palindromik sayı: İki taraftan okunduğu zaman okunuş yönüyle aynı olan sayılardır. Örneğin 1, 121, 22, 1234321, 1001 birer palindromik sayıdır.
Cebirsel sayı: a0, a1, a2,…,an ve P(x) sıfırdan farklı olmak üzere, 
P(x) = anxn+an-1xn-1+…+a2x2+a1x+a0  polinomunun kökü olabilen sayılara cebirsel sayı denir. Rasyonel sayılar cebirsel sayılardandır. Hatta bazı karmaşık (komplex) sayılarda cebirsel sayı olabilir. Örneğin tamsayı katsayılı x2+1 = 0 denkleminin kökleri karmaşık sayı olan i ve –i’dir.
Transandantal sayı:(Aşkın sayı): Cebirsel sayı olmayan sayılara transandantal sayı diyoruz. Bu sayıların kendi kendileri ile toplamları da kendi kendileri ile çarpımları da tam sayı olmaz. Bu sayılar irrasyonel sayılardan biraz farklıdır. Örneğin bir irrasyonel sayı olan  bu özelliği sağlamaz. Çünkü . =2 dir. Ama yine bir irrasyonel sayı olan (pi) bir transandantal sayıdır. Aşkın sayı için ortaya koyduğu   Formülü ile Joseph Liuvilli döneminde dikkatleri üzerine çekmiştir.
Katalan Sayı:?
Ayrıca isteyen herkes istediği ismi vediğisayılar tanımlayabilir.

Aşagıdaki link asal sayılarla ilgili geniş bilgi içermektedir.
https://en.m.wikipedia.org/wiki/List_of_prime_numbers
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X’in + sonsuza  gittiği durumlarda xx>x!>nx>xn>x>lnx  dir. Tabii burada n   bir doğal sayıdır.
http://www.komal.hu/verseny/feladat.cgi?a=honap&h=201605&t=mat&l=en



