1. Kiimeler Kuraminin Birkag
Aksiyomu ve Temel Tanimlar

Bu bolimde kiimeler kuraminin aksiyomlarindan yola ¢ika-
rak kartezyen carpim, fonksiyon, iliski gibi baz1 matematiksel
kavramlarin matematiksel tanimlarini verecegiz. Bu kavramlar
dogal sayilar kiimesini matematiksel olarak tanimlamamiza
yardimci olacaklar.

Okurun sezgisel kiimeler kuramiyla asina oldugunu varsa-
yacagiz ve ¢ok fazla pedagojik olmayacagiz. Bu konuda agigi
olan okur gerektiginde [SKK]’ya bagvurabilir.

Kiimeler kurami birden ¢ok degisik bi¢cimde aksiyomlasti-
rilabilir. Bu aksiyom sistemlerinin en tnliisi, en kabul goreni
ve en kullanilani bu ve [AKK] ders notlarinda agiklayacagimiz
ZFC adiyla bilinenidir.

ZFC, Zermelo’nun Z’i, Fraenkel’in F’si ve Secim Aksi-
yomu’'nun “secim”inin frenkgeleri olan “Choice” ya da “Cho-
ix” gibi sozcuklerin C’sidir.

ZFC digindaki sistemlerin en bilineni Von Neumann, Godel
ve Bernays’in buldugu ve kisaca GB olarak bilinen aksiyom sis-
temidir. Ama biz bu ve bundan sonraki ders notlarinda sadece
ZFC’yi agiklamakla yetinecegiz.

ZFC, tanimlanmamus iki terim kabul eder: “kiime” ve “ele-
mani olmak”. Kiime bir nesne adidir. “Elemani olmak” ise iki
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kiime arasindaki dogru ya da yanlis olabilecek bir iligkidir. Eger
x kiimesi y kiimesinin elemaniysa bu x € y olarak yazilir. Aksi
halde x ¢ y yazilir. Bundan gecen boliimde s6zetmistik ama bir
defa daha tekrarlamakta bir sakinca gérmiiyoruz.

Dikkat: Kiimenin ne demek oldugunu ve “elemani olma-
nin” anlamini matematiksel olarak agiklamiyoruz, matematiksel
aciklamalar1 yoktur ¢iinkii, pedagojik agiklamalari da [SKK]
kitabinda uzun uzadiya yaptik. “Kiime”yi ve “elemani olmak”1
tanimsiz terimler olarak kabul edecegiz. Her teori tanimsiz
terimler kabul etmek zorundadir.

Elemanlar da dahil olmak tizere tanimlayacagimiz her seyin
bir kiime oldugu dikkatli okurun goziinden ka¢mayacaktir,
dikkatsiz okurun da goziinden kagmasin!

Amacimiz, buyiik 6l¢iide, aksiyomlari kullanarak kiimeler-
den olusan topluluklarin hangilerinin kiime olduklarini belirle-
mek olacak. Amacimiz Bertrand Russell Paradoksu [SSK] gibi
paradokslardan kaginmak, paradoks yaratacak topluluklarin
kiime olmalarini engellemek.

Aksiyomlar: teker teker siralamaya baslamadan 6nce bir
konuya daha parmak basmak gerekiyor. Matematigin

X = X,

X=y->y=x

(aAB)—>a

o v —o

(p(x) Ax =y) = 0(y)
gibi (aslinda herkesin bildigi ama pek az kimsenin bi¢imsel ola-
rak bir yerde yazili gordugl) mantiksal aksiyomlar: da vardir.
Bu yazida bu aksiyomlardan degil, kiimeler kuramimn aksi-
yomlarmdan sozedecegiz. (—, A gibi simgelerin anlamlar1 icin
Onermeler Mantig: [OM] adli kitabimiza bakmalisiniz.)
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1.1. Basit Aksiyomlar
ZFC’nin birinci aksiyomu, hi¢ eleman igermeyen bir kiime-
nin varhigini soyleyecek.

A1.Boskiime Aksiyomu. Hi¢ elemani olmayan bir kiime vardr.

Eger simgesel bir dille yazacak olursak, bu aksiyom,
IxVy (y ¢ x)
olarak yazilir ve “6yle bir x vardir ki, y ne olursa olsun, y, x’in
bir elemani degildir” bi¢ciminde okunur.

“Jx” simge dizisi “Oyle bir x kiimesi var ki” olarak, “Vy”
simge dizisi “her y kiimesi i¢in” olarak okunurlar. Formiillerde
kullanilan tim x’ler ve x’ler ve benzeri degiskenler “ktiime”
anlamina gelecekler.

“x ¢ y” yerine, daha bicimsel olmak i¢in, “—(x € y)” yaza-
bilirdik, nitekim “—” simgesi, hemen ardindan gelen 6nermenin
yanlis oldugunu belirtir.

Simdilik hi¢ elemani olmayan bir kiimenin varhigini bili-
yoruz. Bu ilk aksiyomdan once, herhangi bir kiimenin olup
olmadigini bile bilmiyorduk! Zaten aksiyomlarimizin ¢ok biiyiik
bir ¢ogunlugu elemanlardan olusan hangi topluluklarin kiime
olduklarini soyleyecek. Amacimiz, bir yandan yeni kiimeler
yaratirken, diger yandan da bir paradoksa yol acan “biitiin
kimeler toplulugu”nun ve daha baska paradokslara yol agcan
“cok buyuk” topluluklarin kiime olmalarini engellemek.

Ikinci aksiyomumuz, ayni elemanlari olan iki kiimenin bir-
birine esit olduklarini soyleyecek:

A2. Kiime Esitligi Aksiyomu. Ayn: elemanlari olan iki kiime
birbirlerine esittir.

Bu aksiyom simgesel dilde soyle yazilir:
VxVy (Vz(zex<ozey) >x=y).
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Bu aksiyomun ters istikametlisi olan

VxVy(x=y—>Vz(zexozey).
onermesi de dogrudur ama bu 6nerme i¢in bir aksiyoma ihtiyag
yok, ¢linkii bu 6nermenin dogrulugu matematigin mantiksal
aksiyomlarindan ¢ikar: Eger x = y ise, o zaman x i¢in dogru
olan her sey, 6rnegimizde z € x 6nermesi, y i¢in de dogrudur
ve y icin dogru olan her sey, 6rnegimizde z € y Onermesi, x
icin de dogrudur.

Bu aksiyom sayesinde hi¢ elemani olmayan tek bir kiime
oldugu kanitlanabilir. Hi¢ elemani olmayan iki kiime olsun.
Bunlara &, ve &, adin1 verelim. Eger &, &,’ye esit olmasayd,
A2’ye gore, bu iki kiimeden birinde olan ama digerinde olmayan
bir eleman olurdu. Ama bu kiimelerin ne birinde ne digerinde
eleman yok ki birinde olup da digerinde olmayan bir eleman
olsun! Demek ki &, = @,.

Madem ki hi¢ elemani olmayan tek bir kiime var, o zaman
bu kiimeye bir ad verelim: boskidime. Bogkiimeyi & simgesiyle

gosterecegiz.
Boskiimenin hi¢ elemani olmadigindan, yani
vy (y & D)
oldugundan,
gD
olur.

Bundan boyle formiillerimizde ve 6nermelerimizde & simge-
sini bir kisaltma olarak kullanacagiz. Eger isteseydik bu simgeyi
hi¢ kullanmadan da her seyi ifade edebilirdik ama o zaman
onermelerimiz anlasilamayacak derecede uzun olabilirler.

Benzer sekilde, altkiime simgesi olan < simgesini de formiil-
lerimizde kullanacagiz. < simgesi su anlama gelir:

xcyeVi(zex >z2ey)
Bu durumda, x’in y’nin altkiimesi oldugu soylenir.

Bosklime her kiimenin bir altkiimesidir, ¢linkii eger bogkiime
bir x kiimesinin altkiimesi olmasaydi, boskiime de olup da (!)
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x’te olmayan bir eleman olurdu, ki bunun mimkiin olmadigini

biliyoruz, ¢tinkii bogkiimenin hi¢ elemani yoktur. Demek ki
Vx O cx

formuli dogrudur. Bu formult sadece kiimeler kuraminin e

simgesiyle yazmak isteseydik, “hi¢ elemani olmayan her (!)

kiime her kiimenin altkiimesidir” anlamina soyle bir sey ya-

zardik:

Va(Vxx ga) > VxVy(yea—>yex)).
Goruldugu gibi pek pratik degil. Bu arada bir not: Kullanuilan
degisken sayisinda ekonomik davranmayip yukardaki formiila

Va(Vxx ¢ga) >VyVz(zea—>zey)).
bi¢iminde yazmak daha pedagojik olabilirdi.

Bogkiimenin her altkiimesinin bogkiime oldugunu kanitla-
mak zor degil. Bu 6nerme matematigin bi¢cimsel dilinde soyle
yazilir:

Vx (x c D —> x=09).
Bu formili & ve < simgelerini kullanmadan, sadece € sim-
gesini kullanarak yazmay:1 okura nahos bir alistirma olarak
birakiyoruz.

Birinci aksiyomla, hi¢ elemani olmayan bir kiimenin varhgi-
n1 6grenmis olduk. Ikinci aksiyom bize yeni bir kiime vermiyor.
Demek ki, kiimeler evreninde simdilik sadece tek bir kiimenin
varligindan emin olabiliriz: Bogkiime! Baska kiimeler olabilir
de olmayabilir de. Evrene gore degisir... (Masal gibi dinleyin
bu satirlari...)

Bir sonraki aksiyom bir kiimenin bazi altkiimeleri oldugunu
soyleyecek. Once aksiyomu yazalim daha sonra gereken acik-
lamalar1 yapariz.

A3. Tamimh Altkiime Aksiyomu. x bir kiime ve ¢(z), kiime-
ler kuranumn dilinde yazilmis bir degiskenli bir formiil (6zellik)
olsun. O zaman x’in ¢ ozelligini saglayan z elemanlar: bir kiime
olustururlar.
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Bir iki 6rnekle bu aksiyomu agiklamaya ¢alisalim. Diyelim
dogal sayilar kiimesi diye bir kiimenin varligini biliyoruz. Ve
diyelim cift say1 olma ozelligini kiimeler kuraminin dilinde ifade
edebildik, yani 6yle bir ¢(z) formuli bulduk ki, her z dogal sa-
yis1 i¢in, @(z) formiliiniin dogru olmast igin yeter ve gerek kosul
Z’nin bir ¢ift say1 olmasidir. O zaman, yukardaki aksiyoma gore,
cift dogal sayilardan olusan bir kiime vardir.

Mesela,

zex:z¢2)
ktimesi, bu aksiyomun yardimiyla, ¢(z) formila “z ¢ z” for-
muli olarak alinarak bulunmustur.

“Kimeler kuraminin dilinde ifade etme”nin ne demek oldu-
guna pek takilmayin simdilik. Asagi yukari su anlama gelir:

ALV, VoA, o, 5 (), =, €
ve x, v, z gibi degigkenleri kullanarak sonlu uzunlukta bir sim-
geler dizisiyle ifade edilebilmek demektir. Bu aksiyomu kullandi-
gimiz her durumda, formiiltin ne oldugunu anlayacaginizi umu-
yoruz. Sundan emin olun: Eger formiiltin anlamini Turkge ifade
edebiliyorsaniz, o zaman formili mutlaka yukardaki simgesel
dilde de ifade edebilirsiniz... Bunu kanitlanmamis ama inandi-
giniz bir tez olarak kabul ederseniz, hayat hem daha kolay olur
hem de ayrintilara takilmadan konunun derinine inebilirsiniz.
Ama Bolim 4B'de bu konudan biraz daha fazla s6zedecegiz.

Bu aksiyomla varligi soylenen kiime, elbette, x kiimesinin bir
altkiimesidir, ne de olsa elemanlar1 x’in (¢ 6zelligini saglayan)
elemanlarindan olusuyor.

Ayrica varligi sOylenen bu kiime, Ktiime Esitligi Aksiyomu’na
gore biriciktir. (Neden?) Biricik olan bu kiimeyi,

{z € x:0(2)}
olarak yazariz.

Dikkat edilirse, ¢(z) Ozelligini saglayan tiim kiimelerin bir
kiime olusturdugunu soylemedik. Yani,

{z: 0(z)}
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toplulugunun kiime oldugunu soylemedik. Sadece x’in (alti-
ni ¢izeriz: x’in) @(z) Ozelligini saglayan elemanlarin bir kiime
olusturdugunu soyledik. Yani yeni kiimemizin elemanlarini x
ile kisitladik. Bu kisitlama sayesinde Russell Paradoksu’nun
engellenmis oldugunu 6zellikle vurgulamak isteriz.

Tanimh Kiime Aksiyomu, bicimsel dilde soyle yazilir:

Vx dyVz (z e y © (2 € x A 0(2))).

Yukaridaki formiil, y kiimesinin “x’in, ¢(z) formulu ta-
rafindan tanimlanmig altkiimesi” oldugu soylenir. (Formiliin
matematiksel anlami Bolim 4B'de aciklanacak ama okur bu
asamada - ve diger asamalarda da - bu konunun ustiinde pek
durmasin.)

Tanimli Altkiime Aksiyomu’ndan 6nce sadece boskiimenin
varhigindan emindik. Tanimli Altktime Aksiyomu ise sadece var
olan kiimelerin altkiimelerini verir. Bogkiimenin tek bir altki-
mesi oldugundan, o altkiime de boskiime oldugundan, Taniml
Altktime Aksiyomu bize simdilik bogkiimeden baska kiimelerin
de var oldugunu soylemiyor, ama ilerde tanimlanmig kiimeler-
den bagka kiimelerin varligini bilmemize yardimer olacak.

Simdilik bu aksiyomu kullanarak, bog olmayan bir kiimenin
elemanlarmin kesisimin bir kiime oldugunu gosterebiliriz:

Onsav 1.1. x, bos olmayan bir kiime olsun. Elemanlari, x’in
elemanlarmmin ortak elemanlar: olan bir kiime vardir. Yani x’in
elemanlarvun kesisimi bir kiimedir.

Kamit: Tanimli Altkiime Aksiyomu’nu x’in bir x, elemani-
na uygulayacagiz. x boskiime olmadigindan, x’in bir elemani
vardir. Bu elemanlardan birini secelim. Sectigimiz bu elemana
x, diyelim. ¢(z) 6zelligimiz de

Vi(tex >z€t)
olsun. ¢(z), z’nin, x’in tim ¢ elemanlarinin elemani oldugu-
nu soyliiyor, dolayisiyla ¢(z) ozelligini saglayan her z elemani
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mecburen x; kiimesinin de bir elemanidir. Demek ki Taniml
Altktime Aksiyomu’ndan dolay: kiime oldugunu bildigimiz

{z € xq: 0(2))
toplulugu, aslinda x’in tiim elemanlarinin ortak elemanmidir. [ |

Bos olmayan bir kiimemiz olmadigindan, bu 6nsavi simdilik
bir kiimeye uygulayamayiz ama ilerde ¢ok isimize yarayacak.
Yukardaki onsavda varligi kanitlanan kiimeye x’in eleman-
larimin kesisimi adi verilir ve bu kiime mx olarak gosterilir.
Tanim geregi,
zennx < hert exicinz et
ya da daha matematiksel bir dille,
zenx < Vi(tex >z et).
Ama x’in bogkiime olmamasi gerektigi hi¢bir zaman unutulma-
mali, zira eger yukardaki formulde x = & alirsak ve Nn&’nin bir
kiime oldugunu varsayarsak, o zaman
zend < herte Jicinz et
onermesi dogru olur ve sagdaki
hert e Jicinz et
onermesi her z icin dogru oldugundan (boskiimenin her eleman:
her 6zelligi saglar, 6rnegin 2’yi eleman olarak igerir, aksi halde
bosklimede o 6zelligi saglamayan bir eleman olurdu), N& tiim
z kiimelerini icerirdi, yani tim kimeleri eleman olarak iceren
bir kiime olurdu ki boyle bir kiimenin olmamas: gerektigini
Russell Paradoksu’ndan dolay1 biliyoruz. Nitekim kanitimizda
da x’in bogkiime olmadig1 kosulunu x’ten bir x, eleman1 segerek

kullandik...

Alistirma 1. x ve y birer kiimeyse, x \ y’nin de bir kiime
oldugunu, yani
VxVyIzVi(tezo (texntgy))
onermesini kanitlayin.
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2. x bir kiimeyse, nnx kimesini kiimeler kuraminin bir
formiiltiyle x cinsinden (yani x’i kullarak) ifade edin. Bir bagka
deyisle

Yy =NNx < ox, y)
ifadesinin dogru oldugu bir ¢(x, y) formilu bulun.

Bir sonraki aksiyomu okurken, bir kiimenin elemanlarinin
da kiime olduklarini unutmayin.

A4, Bilesim Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, sadece ve sa-
dece x’in elemanlarimin en azindan birinde olan elemanlardan
olusan bir kiime vardir.

Bu aksiyomun bi¢imsel yazilimi soyledir:
Vx3dyVz(zeyeo It(texnzel).

Bilesim Aksiyomu’nun var oldugunu soyledigi bu kiime
A2’den dolay1 biriciktir. Adina x’in elemanlarinin bilesimi denir
ve Ux olarak gosterilir. Demek ki,

zeux<dt(texnzet).

Simdilik elimizde sadece bosktime oldugundan, bu aksiyomu
ancak bogkiimeye uygulayabiliriz. x yerine & alalim, bakalim
ne elde edecegiz? (Boskiimeden baska bir sey elde edememiz
gerekiyor, yoktan bir sey var edilemez!)

2eVd < dt(te DAz etl).
Demek ki z’nin U kiimesinde olmasi igin, yeter ve gerek kosul,
boskiimede z’yi iceren bir ¢ elemaninin olmasi! Ama bu mim-
kiin olmadigindan UZ kiimesinin hi¢ elemani olamaz, yani
v =
esitligi gecerlidir.

Simdiye kadar 4 aksiyom yazdik, ama bogkliimeden 6teye
gidemedik, boskiimeden baska bir kiimenin olup olmadigini
bile bilmiyoruz. Ilk aksiyomu yazmasaydik, boskiimemiz bile
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olmayacakti! Bir sonraki aksiyom, boskiimeden bagka kiimeler
de var edecek.

Bir sonraki aksiyom, eger x ve y birer kimeyse o zaman
sadece ve sadece bu iki elemani iceren bir {x, y} kiimesinin oldu-
gunu, yani {x, y} toplulugunun bir kiime oldugunu soyleyecek.

AS5. Iki Elemanlh Kiime Aksiyomu. Eger x ve y birer kiimey-
se, 0 zaman sadece ve sadece x’i ve y’yi eleman olarak iceren
bir kiime vardur.

Bu aksiyomun bicimsel hali soyle:

VxVy3IzVt(tezeo (t=xvVvi=y)).

Varoldugu soylenen bu kiime A2’den dolay1 biriciktir ve
{x, y} olarak gosterilir.

Dikkat: Aksiyomda x, y’den degisik olmak zorundadir de-
miyor. x, bal gibi de y’ye esit olabilir. Bu durumda {x, y} yerine
daha sade olarak {x} yazilir.

Kolaylik olsun, formiullerimiz anlasilmayacak kadar c¢ok
uzamasin diye, {x, y} yazilimini bir kisaltma olarak formiille-
rimizde kullanacagiz.

Bu aksiyomu simdilik yegane kiimemiz olan boskiimeye
uygulayalim, yani yukardaki aksiyomda x = y = & alalim. O
zaman tek elemanl {J} kiimesini buluruz.

Devam edelim, AS aksiyomunda x = & ve y = {J} alirsak,

{9, {9}

kiimesini buluruz. Bu kiimenin iki eleman1 vardir, cinkii & ve
{D} degisik kiimelerdir, ¢linkti ayni elemanlar yoktur, 6rnegin
{D} kiimesinin & elemani diger kiime olan boskiimenin bir
elemani degildir. Devamla,

{{<}}s

{9, {9}, {D}}

{{{a, {9}, {9}, ({1

gibi kimeler de buluruz.
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Biitiin bu kiimeler en fazla iki elemanli. Ama AS ile A4’u
birlikte kullanarak daha fazla elemanli kiimeler de bulabiliriz.
Once bir 6nsav:

Onsav 1.2. Eger x ve y iki kiimeyse, x U y de bir kiimedir,
yani ya x ya da y’nin (her ikisinin birden de olabilir) eleman-
larindan olusan bir kiime vardir.

Kanit: A5’e gore {x, y} bir kiimedir. A4 ise bir kiimenin
elemanlarinin bilesiminin bir kiime oldugunu soyliiyor, demek
ki {x, y} kimesinin elemanlarinin bilegsimi de bir kiimedir. | |

Yukarda varhigi soylenen kiimeyi daha 6nce (A4’ten hemen
sonra) U{x, y} olarak yazdik ama bu kiime daha ziyade x U y
olarak yazilir.

Iki kiimenin bilesimini alabiliyorsak, biraz daha sabirla, el-
bette sonlu sayida kiimenin de bilesimini alabiliriz. Bu arada

(xuyvz=xU(yuz)
ya da
XUy=yuUx
gibi okurun bilmesi gereken esitlikleri bir kez daha
kanitlamiyoruz. Burada amacimiz ZFC aksiyomlarin bazilarim
verip temel kavramlari matematiksel olarak tanimlamak.

Onsav 1.2 sayesinde 6rnegin ii¢c elemanl bir kiimenin var-
ligini kanitlayabiliriz:

{2, {o}}
toplulugunun bir kiime oldugunu biliyoruz.

{{{a )
toplulugunun da bir kiime oldugunu biliyoruz. Onsav 1.2’yi
kullanarak bu iki kiimenin bilesimini alarak, ti¢ elemanh

{4, {9}, {1}
kiimesini buluruz. Bu kiimenin gercekten ti¢ elemanl oldugunun
kanitin1 okura birakiyoruz.
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Boyle giderek, istedigimiz coklukta ama hep sonlu sayida
elemani olan kiimeler bulabiliriz.

A4 ve AS aksiyomlari bize sadece sonlu sayida elemani olan
kumeler vadeder, sonsuz sayida elemani olan bir kiimenin var-
ligini gostermek icin bagka aksiyomlara ihtiyacimiz var.

Bu arada, sonsuz sayida elemani olan bir kiimenin olmadi-
gini sdylemiyorum, sadece varsa da varhgini kanitlayamayaca-
gimizi soyliyorum.

Alistirma 2. x ve y birer kiimeyse, x A y’nin de bir kiime
oldugunu, yani
VxVyIzVi(tezo (texntgy)v(itgxantey)))
onermesini kanitlaymn. (x Ay = (x U y) \ (x n y) anlamina
gelir.)

A6. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse,
elemanlar: x’in altkiimelerinden olusan bir kiime vardir.

A2’den dolayi1 aksiyomda oldugu soylenen kiimeden bir tane
vardir ve bu kiime ¢ (x) olarak yazilir.

Bigimsel matematik dilinde bu aksiyom sunu soylemektedir:

Vx dy Vz (z € y > 2 C x).
Burada kisaltma olarak < simgesini kullandik. Kisaltma kul-
lanmadan bu aksiyom soyle yazilir:
VxJyVz(zeyeo Vi(tez—>t e x)).

Buraya kadar verdiklerimiz kiimeler kuraminin en basit
aksiyomlariydi. Nerdeyse ilkokul seviyesinde.

Bu aksiyomlarla sonsuz bir kiimenin varligi kanitlanamaz.
Cunku sonlu kiimelerden yola ¢ikarak aksiyomlarimizdan hig-
biri sonsuz bir kiime yaratmamizi saglamaz. Bunu gormek igin
aksiyomlarimiza teker teker bakalim.

A1, 0 elemanl bir kiimenin varhgini soyliiyor. Bu aksiyom
sonsuz bir kiime yaratamaz.
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A2, zaten bir kiime yaratmiyor.

A3, var olan bir x kiimesinin bir altkiimesini yaratiyor. Eger x
sonlu bir kiimeyse, A3’ilin yarattig1 altkiime de sonludur elbette.

A4, bir x kiimesinin elemanlarinin bilesimini aliyor. Eger
x’te sonlu sayida eleman varsa ve x’in her elemani sonlu bir k-
meyse, elbette x’in elemanlarinin bilesimi de sonludur. Nitekim
eger x’in en fazla n tane elemani varsa ve x’in her elemaninin
en fazla m tane elemani varsa, x’in elemanlarinin bilesiminin
en fazla nm tane eleman olabilir.

AS, zaten en fazla 2 elemanl kiimeler yaratiyor.

A6 ise, verilen bir x kiimesinden x’in altkiimeler kiimesini
var ediyor. Ama eger x’in 7 tane elemani varsa, 2" tane altkii-
mesi vardir, dolayisiyla bu aksiyom da sonsuz kiime yaratmakta
kullanilamaz.

1.2. Iki Kiimenin Kartezyen Carpimi
Eger x ve y iki kiimeyse,
{{x}, {x, ¥}
toplulugunun bir kiime oldugu AS kullanilarak kolaylikla ka-
nitlanabilir. Bundan boyle bu kiimeyi (x, y) olarak yazacagiz:
(x, )’) = {{x}, {x, )’}}

(x, y)’ye bir ¢ift ya da ikili ad1 verilir.

Eger x, y, z ¢ kumeyse, ((x, y), z) ya da (x, (y, z)) kiime-
lerini de var edebiliriz elbette.

Onsav 1.3. x = y ve y = t esitlikleri, (x, y) = (2, t) esitligi
icin yeter ve gerek kosuldur. Ayrica
i. Eger x e Avey e Bise (x,y) € o(g(A U B)) olur.
il. Eger a = (x, vy) ise,
x =NNa ve y = (Voo \ nNa) U (Nua)
olur, yani o, x ve y’yi kiimeler kurammin bir formiiliiyle ta-
mimlar.
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Kanit: Aslinda (ii), Onsavin ana onermesini kanithiyor ama
sirayi takip edelim. (x, y) = (z, t), yani {{x}, {x, y}} = {{z}, {2, t}}
esitligini varsayalim.

Once x # y varsayimini yapalim. O zaman {x} kiimesinin bir,
{x, y} kiimesinin ise iki eleman1 vardir. Demek ki bu kiimeler
birbirine esit olamazlar; esitligin solundaki {{x}, {x, y}} kiime-
sinin iki elemani vardir. Demek ki esitligin sagindaki

{{z}, {z, }}
kimesinde de iki eleman olmak zorundadir, yani {z} # {z, t},
yani z # t olmalidir. Her iki

{{x}, {x, ¥} ve {{z}, {2, 21}

kimesinde de ikiser eleman oldugunu ve bu elemanlarin biri-
nin bir, digerinin iki elemanli bir kiime oldugunu kanitladik.
Esitligin sol tarafindaki

{{x}, {x, ¥}}
kiimesinin yegane tek elemanl elemani olan {x} kiimesi, esitli-
gin sag tarafindaki

{{z}, {z, 21}
kiimesinin yegane tek elemanli elemani olan {z} kiimesine esit
olmali: {x} = {z}, yani x = z. Ayn1 nedenden {x, y} = {z, ¢} ol-
mali. x = z oldugundan

) =1{x, y}\ {x} = {2, 2} \ (=} = {7}
olur ve bundan da y = ¢ ¢ikar.
Eger x = y ise, 0o zaman
{{xh} = {{x}, {x, 1} = {{z}, {2, #})

olur, yani {{z}, {2, t}} kiimesinin tek elemani vardir ve bu eleman
da {x} elemamdir: {z} = {2, ¢} = {x}. Buradan da x = z = ¢ ¢ikar.

x=yvey=tise (x,y) = (3, t) esitligi bariz oldugundan (i)
ve (ii) onermelerinin kanitina girisebiliriz.

Once (ii)’yi kanitlayalim. a = (x, y) = {{x}, {x, y}} olsun. O
zaman

Ua = [x) U [, 9) = (x, )
ve
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Na = {x} N {x, y} = {x}
olur. Demek ki,
oo = Ufx, yb=x Uy,
Nnua =Nfx, yb=xnNy
ve
NN = N{x} = x
olur. Boylece esitsizliklerden biri kanitlanmis olur. Ikinci esitlik
de kolay:
(Voo \ Nna) U (nua) = ((x v y) \x) U (x Ny) =y.
(i)’i kanitlamak i¢in su 6nermeleri pesisira kanitlayin:
1. {x} ve {x, y} kimeleri X U Y kimesinin birer altkiime-
sidir.
2. {x} ve {x, y} kiimeleri ¢ (X U Y) kiimesinin birer elema-
nidir.
3. {{x}, {x, y}} kuimesi @ (X U Y) kiimesinin bir altkiime-
sidir.
4. {{x}, {x, y}} kimesi @ (p (X U Y)) kimesinin bir elema-
nidir.
Onsav basariyla kanitlanmistir. O

Simdi, X ve Y birer kiimeyse, Tanimli Altkiime Aksiyomu ve
Onsav 1.3 sayesinde X x Y kiimesini x € X ve y € Y icin, (x, y)
bi¢iminde yazilan elemanlar kiimesi olarak tanimlayabiliriz:

XxY={x,y):xe Xvey e Y}

={oe p(pXuY):xe Xveye Yigin a = (x, y)}

={oe p(pXuY):3xdy(xe X Arye YAra=(x,y)]
(Onsav 2 ve A6’ya gore ¢ (g (X U Y)) bir kiimedir. z = (x, y)
esitliginin kiimeler kuraminin bir formiuliyle ifade edilebilece-
gi biraz daha caba gerektirir ama bu ¢aba i¢in gereken bilgi
Onsav 1.3’te mevcuttur. Bunu okura illa yapmasi gerekmeyen
bir alistirma olarak birakiyoruz.)
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X x Y kiimesine, unlt Fransiz matematikgisi ve filozofu
Descartes’a (dekart diye okunur) atfen, X ve Y kiimelerinin
kartezyen carpumi denir. Ama yukarda verdigimiz

(x, ) = {{x}, {x, ¥}}
ciftinin tanimi1 Polonyali matematik¢i Kuratowski’nindir.

Onsav 1.3’ saglayan baska kiimeler de olusturabilirsek,
o zaman kartezyen carpimin bagka tanimlarini da verebiliriz.
Ornegin,

{{{x}, G}, {¥}}
ktimesi de bu ozelligi saglar. Dolayisiyla
(x, ) = {{ix), @), b
tanimini da yapabilirdik.

Degisik tanimlar yapmak mimkiindiir, ama en kabul edileni
verdigimiz Kuratowski’nin tanimidir. Baska tanimlar i¢in bkz
asagidaki 1 ve 2’nci alistirmalar.

Alistirmalar

1. {{{x}, G}, y}} = {l{z}, G}, {#}} ise x = z ve y = ¢ esitligini
kanitlayin.

2. {{9, x}, {19}, v} = {9, 2}, (D), t}} isex =z vey=1¢
esitligini kanitlayin.

3. x, y, z kuimeleri igin ((x, y), z) kiimesinin elemanlarini
ve her elemaninin elemanini yaziniz. Bu kiimenin (x, (y, z))
kimesiyle ortak elemani ne zaman vardir?

x’e (x, y) ¢iftinin birinci izdiistimii, y’ye de ikinci izdiistimii
denir.
pri(x, y) = x = NN(x, y)
ve
pry(x, y) =y = (LU(x, ¥) \ NN, y)) W (NU(x, )
yazilir. Onsav 1.3’e gore (x, y) cifti x ve y elemanlarini belirle-
diginden buna hakkimiz var.
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Ilerde kartezyen garpimin tanimini degistirecegiz. Fonksi-
yonlari tanimlayabilmek i¢in simdilik bu gegici tanima ihtiya-
cimiz var.

Biraz ilerde (X x Y) x Z gibi kartezyen ¢arpimlari da kulla-
nacagiz. Bazen bu kartezyen ¢arpimlarini parantezsiz bicimde,
XxYxZ
olarak yazacagiz. Elemanlarini da ((x, y), z) yerine (x, y, z)

olarak yazacagiz. Bu tiir elemanlara siclii diyecegiz.

1.3. Ikili Iliski ve Siralama

X bir kiime olsun. X tizerine ikili bir iligki X x X kartezyen
carpiminin bir R altkiimesidir. (x, y) € R yerine ¢cogu zaman
xRy yazilir.

R yerine, =, ~, <, c gibi, bize daha fazla anlam ifade eden,
sezgimize ve aligkanliklarimiza daha fazla seslenen simgeler de
kullanilir.

Cok bilinen tg tir iligki vardir:

1) R = X x X. Bu iliskide, her eleman her elemanla iliski-
dedir, dolayisiyla pek ilging bir iligki degildir.

2) R = . Bu iliskide, hicbir eleman bir baska elemanla
iliskide degildir, dolayisiyla bu da pek ilging bir iliski degildir.

3)R={(x,y) € X:x =19} ={(x, x) : x € X}. Bu iliskide
her eleman sadece kendisiyle iliskidedir. Bu iligski de ilging sa-
yilmaz.

Eger her x € X icin xRx oluyorsa, R’ye yansitmalr iligki
denir.

Eger her x, y € X i¢in, xRy oldugunda yRx oluyorsa, R’ye
simetrik iliski denir.

Eger her x, y, 2 € X i¢in, xRy ve yRz oldugunda xRz olu-
yorsa, R’ye gecisli ya da geciskenli ya da gecisli iliski denir.

Eger her x, y € X icin, xRy ve yRx oldugunda x = y olu-
yorsa, R’ye antisimetrik iliski denir.
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Yansimali, simetrik ve gecisli iliskilere denklik iliskisi adi
verilir. [SKK]’da bu kavram tizerine uzun uzun durduk.

Yansimali, antisimetrik ve gegisli iliskilere szralama ya da
kismi swralama denir. Bu durumda (X, R) ciftine (kismi) sirali
kiime denir. Ornegin A bir kiimeyse ve X = ¢ (A) ise, “x < y”
iligkisi bir siralamadir.

Siralamalar genellikle R yerine < simgesiyle gosterilir, biz
de 6yle yapacagiz.

Eger bir < siralamasinda her x, y € X i¢in, ya x <y ya da
y < x iligkilerinden biri dogru oluyorsa, o zaman bu siralamaya
tamsiralama denir.
olsun. Eger A’da, her x € A i¢in a < x iligkisini saglayan bir a
elemani varsa, bu a elemanina (< siralamasi i¢in) A’nin en kii-
ciik elemani adi verilir. Eger X’in bos olmayan her altkiimesinin
en ku¢iik elemani varsa bu siralamaya #yistralama denir.

Eger < ikili iligkisi X kiimesi Uzerine bir siralamaysa, x, y € X
icin x <y ve x # vy ise x < y yazilir ve bu durumda x, y’den
mutlak kiiciik denir. < iliskisi geciskenli ve antisimetriktir ama
yansimali olmaktan ¢ok uzaktir: Higbir x i¢in x < x olmaz.

1.4. Fonksiyon

X ve Y birer kiime olsun. X x Y kartezyen ¢arpiminda bir

grafik, X x Y’nin su ozelligini saglayan bir G altkiimesidir:
Her x € X icin, (x, y) € G icindeligini saglayan bir
ve bir tane y € Y vardir.

X’ten Y’ye giden bir fonksiyon, X x Y kartezyen carpiminin
bir G grafigi icin, (X, Y, G) biciminde yazilan bir t¢lidur. Do-
layisiyla, (her sey oldugu gibi) bir fonksiyon da bir kiimedir.

Bir (X, Y, G) uglustniin fonksiyon oldugunu kanitlamak
icin G’nin bir kiime oldugu kanitlanmasi gerektigi gozden kag-
mamalidir. (Genellikle X ve Y’nin kiime oldugunu kanitlamak

kolaydir.)
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Ornek. X ve Y birer kiime olsun.
G ={(a,x) e (XxY)xX:prya) =x}

olsun. O zaman A3’e gore G bir kiimedir ve (X x Y, X, G) bir
fonksiyondur. Bu fonksiyon, tahmin edilecegi iizere,

pri: XxY—>X
olarak yazilir ve birinci izdiisiim fonksiyonu olarak bilinir.
Benzer sekilde ikinci izdiisiim fonksiyonu

pr,: XxY—>Y
fonksiyonu da tanimlanabilir.

Ornek. X bir kiime olsun.
G={(x,y) e XxX:x=y}
olsun. O zaman (X, X, G) bir fonksiyondur. Bu fonksiyon,
tahmin edilecegi tzere,
Idy: X > X
olarak yazilir ve o6zdeslik fonksiyonu olarak bilinir.

Aligtirma. X x Y’nin iki grafigi ancak birbirine esitse biri
digerini igerebilir.

Eger f = (X, Y, G) bir fonksiyonsa, X’e f’nin tanim kiime-
si, Y’ye f’nin deger kiimesi, G’ye de f’nin grafigi adi verilir.
Eger x € X i¢in, (x, y) € G ise, bu y (verilmis x i¢in) biricik
oldugundan,

ya da
yazabiliriz. Ornegin,
Idy(x) = x.

y’ye f’nin x’te aldig1 deger denir. Cogu zaman bir f = (X, Y, G)
fonksiyonu, G’den hi¢ s6zedilmeden,
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f: X->Y
olarak gosterilir. Eger f(x) = vy esitligini saglayan y’yi x cinsinden
ifade eden f(x) = x* gibi bir "kural" bulabilirsek, o zaman G’yi
bu kuralla belirleyebiliriz.
Simdi herkesin bildigini umdugumuz tanimlari resmi bir
dilde verelim.

Resmi Tanimlar:

f=(X,Y, G): X > Y bir fonksiyon olsun.

Eger her y € Y icin (x, y) € G iliskisini saglayan bir x € X
varsa, [ fonksiyonuna érten denir.

Eger her x, x; € X ve y € Yigin (x,y) € G ve (x,y) € G
iliskisi ancak x = x, iken saglanabiliyorsa f fonksiyonuna birebir
denir.

Birebir ve orten fonksiyonlara egleme denir.

Eger X = Y ise esleme yerine eslesme terimi tercih edilir.

Eger A < X ise, f(A) < Y kiimesi,

flA)={ye Y:Ixx € Ave (x,y) € G)}
={yeY:Ixx € Avey=f(x)}
olarak tanimlanir ve adina A’nin gériintii kiimesi adi verilir.
f’nin Orten olmasi igin yeter ve gerek kosul f(X) = Y esitligidir.
Eger B C Y ise, f_l(B) < X kumesi,
FUB)={x e X: f(x) € B}
olarak tanimlanir ve adina B’nin 6ngoriintii kiimesi ad1 verilir.
Elbette
Y = 7 0) = X
olur.

Eger Ac Xve G, ={(x,y) € G:x e A} ise, (A, Y, Gy)
licliisti de bir fonksiyondur; bu fonksiyona f’nin A’ya kisitlanis
ad1 verilir ve bu fonksiyon f, olarak gosterilir.

Eger f = (X, Y, G) ve f; = (Y, Z, G,) birer fonksiyonsa,
Gy={x,2) e XxZ:Jyye YA(x,y) € GA(y,2) € Gy}



1. Kimeler Kuraminin Birka¢ Aksiyomu ve Temel Tanimlar 69

olsun. O zaman (X, Z, G,) bir fonksiyondur. Bu fonksiyona f
ve f,’in (bu sirayla!) bileskesi ad: verilir ve bu fonksiyon f, o f
olarak (ters yazilima dikkat) olarak gosterilir.

Fonksiyonlarla okurun sezgisel anlamda asina oldugunu var-
sayiyoruz ve bu konunun ustiine fazla gitmiyoruz. Bu konuda
yardima ihtiyaci olanlar [SKK]’ya bagvurabilirler.

Eger (X, Y, G) uglust bir fonksiyonsa ve Y c Y, ise, o
zaman (X, Y;, G) uglist de bir fonksiyondur. Demek ki X ve
G, Y’yi belirlemeye yetmiyor.

Ote yandan, G grafigi X’i belirler; yani eger ((X, Y), G) ve
((Xy, Y;), G) aynu grafige sahip iki fonksiyonsa, o zaman X =
X, olmak zorundadir. (Neden?)

Eger X ve Y sirali kiimelerse ve f : X — Y fonksiyonu, her
xq, X, € X igin

Xy <%y = f(xq) < flx,)
onermesini sagliyorsa, f’ye artan ya da azalmayan fonksiyon
diyecegiz. Eger her x, x, € X i¢in

Xy <Xy = f(xq) < flx,)
onermesini saghyorsa f’ye mutlak artan fonksiyon diyecegiz.
Azalan ve mutlak azalan fonksiyonlarin tanimi benzerdir.

Onsav 1.4. X ve Y birer kiime olsun. X’ten Y’ye giden fonk-
siyonlar bir kiime olustururlar.
Kanit: A3’ten oldukc¢a kolay bir bigimde ¢ikar. O

X’ten Y’ye giden fonksiyonlar kiimesi Fonk(X, Y), Xy ya da
Y* olarak yazilir. Biz genellikle birinci yazilimi kullanacagiz.

Ahstirma. X, Y ve Z birer kiime olsun. Fonk(X, Fonk(Y, Z))
ktimesiyle Fonk(X x Y, Z) kiimesi arasinda bir esleme oldugunu
kanitlayin. (Yani bir anlamda (ZY)X ~ Z<XY).)
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1.5. Kiime Ailesi ve Dizi

Kiime Ailesi. “Kiime ailesi” kavraminin tek varolus nedeni
psikolojik nedenlerdir, yoksa bir fonksiyondan farki yoktur.
Psikolojik nedenler tizerinde fazla durmadan kavrami tanim-
layalim. I bir kiime olsun. .2 de bir kiime olsun. I’dan .2 e
giden bir fonksiyona bazen aile adi verilir.

X, bir aile olsun, yani X, I kiimesinden bir .2 klimesine
giden bir fonksiyon olsun. Demek ki her i € I i¢in X(i) € 2.
Gereksiz gibi goriinecek belki ama X(i) yerine X; yazalim. Ar-
dindan X yerine

(Xi)iel
yazalim. Bir “aile” matematikte (X;),_; olarak gosterilir.

Ama aileyi boyle (X)), ; olarak gosterince .4~ kiimesi ortadan
kaybolmus olur. Olsun... Bir ailede deger kiimesi ¢cok 6nemli
degildir. (Onemli olsaydi, X fonksiyonunu (X)),_; olarak degil,
bir “X : I — Q7 fonksiyonu olarak gosterirdik.) Nitekim bir
(X,);c ailesinin verilmis olmasi, I’dan X; kiimelerini eleman
olarak iceren herhangi bir 4 kiimesine giden ve her i € I i¢in

X(i) = X,
degerini alan bir X fonksiyonunun verildigi anlamina gelir.

Dizi. Dizi kavraminin da tek varolus nedeni psikolojiktir.
Bir dizi dogal sayilar kiimesi N’den bir X kiimesine giden bir
fonksiyondur. Eger x bir diziyse, yani

x:N-—>X
bir fonksiyonsa, # € N i¢in, x(n) yerine x, yazalim. Bir dizi,
aynen bir aile gibi, (x,,), olarak gosterilir. Ama bir diziyi boyle
yazarsak deger kuiimesi X kaybolur. Eger X’siz olmuyorsa, X
illa gerekiyorsa, “dizi” yerine “X-dizisi’nden sozedilebilir. Eger
X sirali bir kiimeyse, artan ya da mutlak artan dizinin anlami
aynen fonksiyonlardaki gibidir.
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1.6. Kartezyen Carpim, Bir Daha
Daha o6nce tanimini verdigimiz “iki kiimenin kartezyen car-
pimi” tanimint unutalim... Daha dogrusu, daha 6nce tanimla-
digimiz “iki kiimenin kartezyen ¢arpimi” kavraminin adini de-
gistirelim, ¢linkii fonksiyon kavramini tanimlarken gereksindik
o kavrama ve tamamen unutmaya hakkimiz yok.
(Xi)iel
bir kiime olsun. (Yani (X)), ; ailesi, aslinda I’"dan .2 kiimesine

bir aile olsun. .2, tiim bu Xleri eleman olarak iceren

giden X (i) = X; kuraliyla tanimlanmis bir fonksiyon, ama bunu
boyle degil de bir “kiime ailesi” olarak “gormek” ve “hissetmek
gerekir. Psikoloji burada devreye giriyor.)
O

kiimesi, her i € I igin, X; kiimesini altkiime olarak igerir.

(X,);c ailesinin kartezyen carpim,

IT,_; X; = {x € Fonk(I, uQ) : her i € I i¢in, x(i) € X}
ktimesi olarak tanimlanir.

Bir an i¢in dogal sayilarin tanimlandigini varsayalim. Eger
n bir dogal say1ysa,

Hie{l,z,...,n} X
yerine
1_Ii<n Xi
ya da belki daha uzun ama dajha anlagilir bicimde
Xox o x X, 4
yazilir. Eger ayrica
XO = eee = Xn_l = X

ise
Xogx-oxX, ;1=Xx--xX
yerine X" yazilir.
Izdiisiim fonksiyonlar: da tahmin edildigi gibi tanimlanirlar.



