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1.11. igige araliklar sistemi

Icige araliklar sistemi reel sayilar kiimesinin sagladigi tamlik
aksiyomuna esdeder bir ifadenin verilmesine imkan saglar. Bu kavrami
vermeden once aglk aralik, kapali aralik ve yari acgik aralik kavramlarini
veriyoruz:

1.11.1.Tanim. a ve b reel sayilar olmak tzere

{xxelR,a<x<b}
kimesine bir kapali aralik denir ve [a,b] ile gosterilir.
{x: xelR, a<x<b }
kimesine bir acik aralik denir ve Ja,b[ ile gosterilir.
{xxelR, a<x<b}
kiimesine soldan ac¢ik sagdan kapali aralik denir ve ]a,b] ile gosterilir.
{x: xelR, a<x<b }
kimesine soldan kapall sagdan acik aralik denir ve [a,b[ ile g0Osterilir.
a=b oldugu zaman yalniz kapali aralik bos olmayan bir kime olacaktir,
digerleri bos olacaktir. Yani [a,a]={a}, [a,a[=]a,a[=]a,a] = @
dir. b<a oldugunda ise; [a,b] =]a,b] =[a,b[ =]a,b[ = &
olur, ayrica,
JFo,b[={x:xeR,x<b}, J-o,b]={x:xeRXx < Db},
la,o[={x:xeR,x>a},[a,o[={x:xeR, x> a}
olarak tanimlanir.

1.11.2.Tanim. Her ndogal sayisiigin a ,b_e€lR,a <b_ olmak

Uzere I,=[ an, by] yazalim. Eger her neIN igin
(l) In:) In+1 y Ini |n+1
ise ve

(i) b,-a,>b,-a,>.>b,-a,>b,,, -a,,—0

n+l

oluyorsa | araliklari igice araliklar sistemi olusturur denir.

n

1.11.3.Teorem {l,} aralklar kimesi bir icice araliklar sistemi olsun. Bu

takdirde |, araliklarinin hepsine de ait olan bir tek sayi vardir.
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Ispat. 1, oI, oldugundanher neIN icin a,<a,, ve b, <b,6 dir

n n+l n+l —

A={a,:nelIN} kimesini g6z 6nine alalim. Her nelIN icin a, A <b,

oldugundan A kumesi ustten sinirhdir. Tamlik aksiyomundan dolayr A
kimesinin bir en kuiguk ust siniri vardir. supA=« diyelim. Her n dogal

sayisiigin a_<ga dir. Eger her neIN icin « <b_ oldugunu da
gosterebilirsek « sayisiher | araligina ait olur. Eger her nelIN igin
a <b_ olmasaydienazbir n,elIN i¢in b, <& olurdu ki bu da her neIN
icin b _, A kumesiicin Ust sinir oldugundan, « dan kucuk bir b = sayisi
A igin bir Ust sinir olarak bulunurdu. Bu ise « nin Ust sinirlarin en kigugu
olmasina aykiridir. O halde her nelIN igin o <b_ dir. Bdylece her nelIN
icin a, <a <b,_ dir, yaniher neIN icin o< | dir. Simdide her |
araligina ait olan bagka sayinin bulunmadigini, diger bir deyisle « dan farkl
hig bir sayinin her | araligina ait olmadigini ispatlayalim. « dan farkl bir
F sayisinin da her | araligina ait oldugunu varsayalim. Bu durumda her
nelNicin el vyani a < p<b_olacaktl. o=/ oldugundanya
a<f yada p<a dir.Eger a<p iseher nelN icin a, <a<f<b,
olurdu ki buradan,
(2) b —a, z2p-«a
bulunurdu. Eger p<a ise her neN igin

a,<pf<a<b,
olurdu ki buradan da
2 b,—a,>a-p
bulunurdu. (i) ve (ii) durumlarinin ikisi birlikte

b, —a,> -«

ifadesini verir. Buise b, —a, ——0 olmasi hipotezine aykiridir. O halde «

dan farkli bagka higbir say! batiin | araliklarina ait olamaz, yani

0

Nl.={a}

n=1

dir.
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Ornek 1. Her n pozitif tamsayisi igin a, :l—l,bn :1+l olmak
n n

uzere, I =[a_.b_] araliklarinin bir igige araliklar sistemi oldugunu

gosteriniz. Butun araliklara ait olan sayiy! bulunuz.

GCozum. (i) Her neIN icin n<n+l = L<l = —l<—L

n+l n n n+l

1—l<1—L oldugundan her neIN i¢cin a <a bulunur. Her
n n+1 no o n+l

<l = 1+ <1+l oldugundan her n e IN

nelIN igin n<n+l =
n+l n n+1 n

ve [,#1,,

n+l

icin bn+1 <bn bulunur. Dolayisiyla her neIN igin I, o1

elde edilmis olur.
N - 1 1, 2 y
(i) Her nelIN igin b, —a, =(1+—)—(1-—)=— oldugundan, ardisik
n n n
olarak daha agik¢a yazacak olursak,
b —a = (1+)~(1- ) =2

1 1
b,—a,=(1+=)—(1-=)=1
, —a, =( 2)( 2)

by —ay = (1+3) - (=) =

2
3
1 1, 2
b,—a,=(1+—)—(1--)==
s =y =( 4)( 4) 2

b,~a,=(1+)~(1-1)=2
n n n

1 1 2
bn+1_an+1:(1+ )_(1_ ):
n+l n+l" n+l1
dir. b, —a,>b,—a,>b,—a,>b,—a,>..>b, —a,>b,  —a, —0

dir. Ohalde | =[a_.b_] araliklar birigice araliklar sistemi olur. Her

nelIN igin l—l<1<1+l oldugundan her neIN icin 1€/, dir. O
n n

58



Prof.Dr.Hiseyin CAKALLI

halde araliklarin hepsine birden ait olan bir tek sayi var oldugundan
Nz, =1} dir.
n=l1

Ornek 2. Her n pozitif tamsayisi igin a, =3—2in,bn =3+2in olmak

uzere, I =[a_.b_] araliklarinin bir igige araliklar sistemi oldugunu

gOsteriniz. Butun araliklara ait olan sayiyi bulunuz.
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1.11 Ahistirmalar (igige araliklar sistemi)

- . 2n—1 2n+1 .
1) Her n dogal sayisiigin  a, = " , b, = nE olmak Uzere,
n n

| =[a,.b _]araliklarinin bir icige araliklar sistemi oldugunu gosteriniz. Butin

araliklara ait olan sayi nedir?

B 2a,b, _a +b, .

2ab b :a+b )

2) O<a<b olmak tzere a, = )

a

a+b’ 2 2_al+bl° ? 2
a, = 2a,b, ’ b, = a, +b, e = 2a, b, , ’ b, = a,, +b, , -
a, +b, 2 a,,+b,, 2

olsun. | =[a _,b ] araliklarinin bir igige araliklar sistemi oldugunu gosteriniz.

Araliklarin hepsine ait olan sayinin Jab oldugunu gosteriniz.
3) [0,1]] kimesini gézonline alalim. [0,1] arahigini ortadan ikiye bdlelim ve
sol yarisina [, diyelim, [, insagyarisina 7, diyelim. 7/, nin sol

yarisina I, diyelim. Boylece devam ederek, I,,1,,1,,...,1,,

nie--

araliklarini olusturalim. |~ araliklarinin bir igige araliklar sistemi oldugunu

gosteriniz. Araliklarin hepsine ait olan sayiyi bulunuz. (C6zim:

1 1 1
I =[a b azallm. a, =0 veb,=1-—, a,=—ve b, =1——,
n [n n] y 1 1 2 2 4 2 2

1 1 1 1 1 1
a,=—veb,=l-——, g, =—+— veb,=1-———,
’ } 2 8 " 4 ! 2 8
1 1 1 1
S U S o RS VS WS SN G S S 1
4 16 2 8 32 4 16 64 2 8 32
I 1 I 1 1 1
;,=—+—+—veb,=l-—————— —
4 16 64 2 8 32 128
I 1 1 1 I 1 1 1
g =—+—+—+—ve bg=l-—————— —
4 16 64 256 2 8 32 128
I 1 1 1 I 1 1 1 1
ay=—+—+—+—veby=l-———-——— ——
4 16 64 256 2 8 32 128 512
Boylece her nelIN igin a —l+i+i+i+ +i ve
Mo44r 4 4T g
a2n+lzi+4i2+4%+4i4+...+4in ve her nelN igin
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I T S I 1

20l 2 8 24 24

Simdi (/,) aralklarinin bir igice araliklar sistemi oldugunu gosterelim.

Once n nin ¢ift oldugu durumu gézonine alalim, yani k € IN olmak lizere

n=2k dudumunu gozonune alallm. a,, =a,,,, Ve

I 1 1 I 1 I 1

=]-——-=— _ >l S —

——=b
. 2 8 2.4+ 2 8 2441 24+
dir, dolayisiyla 7,, o 1,,,, dir. Simdide n intek oldugu durumu gézénine

alallmyani ke IN olmak uzere n=2k+1 durumunu gézonune alalim.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Qoj1 = — t T = Qe

+—+—=+—F+.. +t—t+—=+—"F+..
4 4 4 4 45 4 4> 4 4 4k 4

ve b, =b, ., oldugundan her n dogal sayisiigin /, o/, dir.Ayricaya

a t#a,, yada b #b,, oldugundan hern dogal sayisiicin / #1, ., elde
edilir. Ayrica

I 1 1 1 1 1 1 1
b S T T T T e e T

1 1 1 1 1 1
=l-—(1+—-+ +4“)_Z(l 2 4—2+? +4H)
3 1 1
:1——(1+Z+ +4k71)
3 l_ik 3 l_ik 1
:1—1(1_—41)=1—Z(T4)= —l+—=——0 (k>0 iken)
4 4
1 1 1 1 1 1 1 1
P o ST T T T g QT )
1 1 1 1 1 1 1 1
=l-—0+—+ +F 4—k)—Z(1 +Z+4_2+4_3 el el
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=l-—(0+—+...+ ——(A++—-+—=+—=+—"F+...+
2.4( 4 4“) 4( 47 4% 4* 4"*1)
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1 1 1 1 1 1 1 1
=l-——(0O+—+...+ —(A++—-+—=+—=+—"F+...+
24( 4 4"*1) 4( 4 4* 4 4 4"*‘)
31 1 31_41k 31_41k 11 1 1
=l-—(l+-+..4—)=1-—(—")=l-—"(—%)==-"=+—=—"->2>0(n>o
8( 4 4k-‘) 8( 1) 8( 3 2 2 48 4 ( )

bulunur. Béylece b, —a, >b,,, —a,,, >..—~»0 Ohalde n—>oo iken
b,—a, —0 dir. Boylece (/,) araliklarinin bir igice araliklar sistemi oldugu

gosterilmig oldu. Simdi de batun araliklara ait olan sayiy! bulalim.

1 1 1 1 1
a2k—1<a2k:a2k+1:Z+4_2+4_3+4_4+---+4_k—
. 1
1 1 1 1 g4k 1, 4% 1. 1. 1
—(+—=+—+...+ =— =—(—)==-(1l-—")<=-.1==
4( 4 42 4k-‘) 4(1_1) 4( g) ( 457 3 3
4 4
1 1 1 1 1
Ve bu b = b = T T T o A T
1 1
11 1 1 1 1(1_4k+1) 1(1_4k+1)
=l-—(+—-+—5+.+—=+)=l--— —=l-———F— =
27 4 4 4+ 4 2 1 2 3
(1-—-) -
4 4
2 1 2,21 1,21 1
=1-=01- 1- =—+= > —
3( 4k+1) 3 3 4k+1 3 3 4k+1 3

bulunur O halde buttn araliklara ait olan sayi % sayisidir. Buna gore

ﬂnln_{} dir.

4) C kumesi reel sayilar kiimesinin sinirli ve sonsuz elemanh bir alt kiimesi
olsun ve infC=a, supC=b yazalim. [a,b] araliini ortadan ikiye bdlelim ve sol

yarida C kimesinin sonsuz elemani varsa ona |, yoksa sag yariya |,
diyelim. I, iikiye bolelim. Sol yarida C kumesinin sonsuz elemani varsa
ona |, diyelim, yoksa digerine 1, diyelim. Boylece devam ederek,
I,,1,,1;,...,1,,... araliklarini olugturahm. | araliklarinin bir igige araliklar

sistemi oldugunu gdsteriniz.
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4) Her n dogal sayisiigin  a, :1—2%, b, :1+2Ln olmak Uzere,

| =[a_.b_]araliklarinin bir igige araliklar sistemi oldugunu gosteriniz.

Batan araliklara ait olan sayiy1 bulunuz.
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