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LILIK KAVRAMI

Iyi Tanamhilik ne demektir? Bu kavrama -

nerelerde rasthyoruz? Bu -sorulara yamt ver-
meden oOnce fonksiyon tanmmmimi hatirlamamiz
gerekir.

Tamim 1. A # @, B # @ verilmis iki kiime
olsun. A mn her elemanini B de yalmz bir ele-
mana egleyen A dan B ye f bagmntisina A dan
B ye fonksiyon denir ve f : A — B geklinde
gosterilir.

Bu tamim niceleyicilerle

f: A — B fonksiyon & Vee A, Jye
B,(z,y)€ fve 21,22 € A,y = za ise (21,11) €
N2, y2) Ef =0 =1
geklinde ifade edebiliriz.

A dan B ye f fonksiyonunda A kiimesine
tanim kimesi, B kiimesine de deder kumesi denir.

z € A,y € B iin (z,y) € f ise y ye
in B deki gorintisi adi verilir. B kiimesinde
f fonksiyonu ile goriinti olan butiin elemanlarin
kiimesine, A nin goriintii kiimesi denir ve f(A)
ile gosterilir. Bunu f(A) = {b € B:b = fla),a €
A} seklinde de belirtebiliriz.

Tanim 2. f A — B fonksiyonu
A tamim kiimesinin farkhi elemanlarim B deger
kitmesinin farkl: elemanlarina egliyorsa, f’e bire-
bir fonksiyon denir.

Bu tanimi
f : A — B birebir fonksiyon
& Vry, 22 € A, z1 # 20 = fx1) # f(z2)
Ve, € A, f(z1) = f(z2) = 21 =22
geklinde ifade edebiliriz.

Tanim 3. f: A — B fonksiyonu ile B
kiimesindeki her eleman A kiimesindeki en az
bir elemanin goruntiist ise f fonksiyonuna érten
fonksiyon denir. O halde

f:A— Borten & Vb€ B,3a€ A, f(a)=b

diyebiliriz.

Iyi Tammhhk hangi durumlarda soz
konusu olabilir? = Herhangi bir A kiimesi ve
bu kiime tizerinde bir R denklik bagintis
verildiginde, = A’nin  elemanlarmin  denklik
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simiflarindan olugan kiimeye A’mmn boliim kiimesi
dendigini biliyoruz. Bu kumeyi A/R ile
gosterelim.  Igte A/R iizerinde bir fonksiyon
tanimlamamiz gerektiginde ¢ok dikkatli ol-
malyiz. A/R nin elemanlan denklik siniflari
oldugundan, a € 4 i¢in, a min denklik sinfi [a},a
ile bagintida bulunan tiim elemanlar: iceren bir
kiimedir. Yani her b € A i¢in bRa((b,a) € R)
ise b € [a] olmakta ve bu yiizden [b] = [d]
elde edilmektedir. Sonug olarak A/R iizerinde
tanimlanacak bir f fonksiyonu igin [a] ve [b]
nin gorintiileri aym olmal, yani f fonksiyonu
icin [a] min elemanlarindan bagimsiz bir gekilde
tanimlanmalidir. Iste iyi tanimhlk boylesi du-
rumnlarda soz konusu olmaktadir. Matematik-
¢i herhangi bir ispat icerisinde bir fonksiyon
tammlama ihtiyacini duysa mutlaka tanimladig
fonksiyonun iyi tamimh oldugunu gostermelidir.
Bslim kiimeleri bdylesi durumlar igin .klasik
drnek olmakla birlikte bagka birgok degigik du-
rumda da iyi tammhlik kavramina ihtiyag¢ duyul-
maktadir.  Simdi cesitli sorular iizerinde bu
konuyu agiklayalim.

1. A #£ 0,B #80,f: A — B orten
bir fonksiyon ve R, A lizerinde agafidaki gibi
tanimlanmus bir denklik bagintis: olsun.

Vz,y € A,zRy & f(z) = f(y)

6 : A-— A/R,6(a) = [a] seklinde tammlanan
bslim fonksiyonu ‘olarak alindifinda f*o 6 = f
esitligini saglayacak sekilde tek bir birebir Srten
f* fonksiyonunun var oldugunu gosteriniz.

Kamt R nin bir denklik bagintisi
oldugunu, yani yansima, simetri ve gegisme
ozelliklerini  sagladifimi  kolaylikla gorebiliriz.
Simdi gostermemiz gereken agagidaki diagrama
degigme ozelligini saglatacak gekilde birebir orten
Bir f* fonksiyonunun varhgidir. .

5. A/R — B, f*([a]) = f(a) seklinde
bir f* tamimladigimizda, istenilen f*o 8 = f
esitliginin saglandix kolayhkla goriilebilir. Ama
acaba tammmladifimiz f* bagintisi bir fonksiyon
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mu?  Yani f* iyi tammh m? f* fonksiyon
tamiminin gartlarim saghyor mu? [a] € A/R ve
[8] € A/ ve ([a], £(a)) € £*, (8], (b)) € f* ise
f{a) = f(b) oldugunu gostermeliyiz. Bu sonucu
ise agagidaki gerektirmelerden kolaylikla elde ede-
bildigimizi goriiyoruz.
[a] = [b] = aRb = f(a) = f(b)

Sonug olarak f*([a]) nin [a] nin elemanlarindan
bagimsiz olarak tammladigim, yani f* m iyi
tanimh oldugunu sdyleyebiliriz.

Simdi ispatin geri kalan kismmi tamam-
layalim. f* in birebir oldugunu gosterebilmek
icin her [a],[8] € A/R i¢in f*([a]) = f*([8)) =
[a] = [b] ifadesinin dogrulugunu kamtlamarmz
gerekir.  f*([a]) = f*([B]) esitligi f* m
tanimindan f({a) = f(b) esitligini verir. R nin
tammindan f(a) = f(b) < aRb oldugunu biliyo-
ruz. aRb = [a] = [b] oldugundan f* mn birebir
oldugu kanitlanmigtr.

f* m orten oldugunu gostermek icin B
den herhangi bir b eleman alalim. f fonksiyonu
orten olarak verildigi i¢in Ja € A, f(a) = b diye-
biliriz. §imdi e nin denklik simfim diigiinelim.
f*([a]) = f(a) oldugunu biliyoruz. f(a) =
oldugundan

Vb € B,3[a] € A/R, f*([a]) = b

elde edilmig olur. O halde f* orten bir fonksiyon-
dur.

Son olarak f* i bu 5zellikleri saglayan tek
fonksiyon oldugunu gostermeliyiz.

g : A/R — B,go 8 = f olacak sekilde
tanimlanmig bagka bir fonksiyon olsun. A/R nin
her [a] elemaninin A da bir a elemanina kargilik
geldigini biliyoruz. Bunun sonucunda

9((a]) = 9(8(a)) = (9 0 0)(a) = f(a) = f*([al)
elde ederiz. A/R nin her elemanimn f* ve g
fonksiyonlar: altindaki goriintiisii ayni olduguna
gore f* = g sonucu elde edilmis olur.
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- 2. A,B,C # 0 ii¢ kime ve f,g agagidaki
de gosterilen iki fonksiyon olsun. g bire-
ise f(A) C ¢(C) olmasi igin gerek ve yeter
yukandaki sekilde gosterildigi gibi f = goh
ligini saglayan bir k fonksiyonunun varol-

i " :

Kamt: Once h: A — C, f=go h esitligini
saglayan bir h fonksiyonunun var oldugunu
varsayalim. f(a) € f(A) aldigimizda

f(a) = (g o h)(a) = g(h(a)) € ¢(C)

olacagindan f(A) C ¢(C) kamtlanmsg olur.
Simdi ise f(A) C ¢(C) yi kabul edelim.
O halde her a € A igin dyle bir ¢ € C vardir
ki f(a) = g(c) olur. Bu ¢ € C ye a nm
h altindaki goriintisi diyelim, yani h : 4 —
C, h{a) = c¢ seklinde tanimlayalim. Bu durumda
(g 0 h)(a) = g(c) = f(a) olacagindan go h = f
egitligi dogrulanir. O halde kA nin iyi tamimh
oldugunu gosterebilirsek ispat tamamlanms ola-
caktir. .
Simdi h(a) = ¢; ve h(a) = c3 ise, ¢1 = ¢
oldugunu géstermeliyiz. A nin tanimindan

h(a) = &1 = ger) = f(a) ve h(a) = c2 = gl(cz) = /(a)

elde ederiz. O halde g(c1) = g(c2) dir. g birebir
oldugundan bu da bize ¢; = c2 sonucunu verir.
Yani & iyi tanimhdir.

3. Simdi ise iyi tammli olmayan bir
fonksiyon ornefi gorelim. p gergel sayilar kiimesi
IR tzerinde agagidaki gibi tamimlanmg bir denk-
lik bagintis1 olsun.

Ve,y€ R gpy & ¢ —y € Z(Z tam sayilar
kiimesidir).

Simdi de E X E iizerinde bir f fonksiy-
P
onu tamimlamaya ¢aligalim.
R R
De— X — -
f P P
fel, W) = [z 4]

seklinde verilmig olsun. f nin iyl tammh olup
olmadigmi incelememiz gerekir.

f nin iyi tamimh oltnasi i¢in Vz,2',y, v €
R ([z],[v]) = ('] l¥]) = [=4] = [x'-zf} ol-

mahdir.

=%

Simdi z =z’ = \/i,y_ -j— y’: = alalim.
z—2' ' =0€ Zy—y =1€ 2 ldugundan
[e] = [@],[y] = [¥'] yani ([z],[4])) = ([«'],[¥'])
elde ederiz. Fakat z -y = %\/—i 'y = \g— ve

zy—2'y =+/2 ¢ Z oldugundan,
[e.y] # [z'.9]

elde ederiz. Bu da f nin iyi tanimh olmadigm
yani kisacasi fonksiyon olmadigim gosterir.



